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PREMIÈRE  THÈSE. 


LES  GROUPES  D'ORDRE  /'. 


INTRODUCTION. 

1.  Un  groupe  d'ordre  kp'"  (p  premier,  /c  premier  à/;),  contient  toujours  (')  un  groupe 
d'ordre//".  Ce  théorème  met  enévidence  l'importance  des  groupes  d'ordre  yo'"  (/>  premier). 
Les  groupes  d'ordre  p  sont  cycliques;  les  groupes  d'ordre />'^  (nécessairement  abéliens), 
p\p''  (^)  et /j'  (')  ont  été  déterminés,  ainsi  que  plusieurs  types  de  groupes  d'ordre  p'" 
(m  quelconque),  par  exemple  ceux  qui  contiennent  un  groupe  cyclique  d'ordre /;'""'  ('). 
Je  me  suis  proposé  de  déterminer  ici  tous  les  groupes  d'ordre  //  en  même  temps  (|ue  de 
nouveaux  types  de  groupes  d'ordre/?'". 

Tout  groupe  d'ordre /?'"  est  résoluble  C).  On  sait  (")  construire  tous  les  groupes  réso- 
lubles de  degré  donné,  transitifs  qui  ne  sont  contenus  dans  aucun  groupe  résoluble  transitif 
d'ordre  plus  grand  et  de  même  degré.  Ici  le  problème  est  différent.  Il  s'agit  de  déterminer, 
non  des  groupes  àe  substitutions  de</<?^/-^'donné,  mais  des  ^//je*  de  groupes  abstraits  A' ordre. 
donné, -définis  seulement  par  leurs  e'^Ma/fo/if,  c'est-à-dire  par  un  ensemble  quelconque  de 
relations  entre  certains  de  leurs  éléments,  dits  générateurs,  équivalant  à  la  Table  de  multi- 
plication (')  du  groupe. 

2.  Pour  la  solution  de  ce  problème,  je  me  servirai  principalement  des  théorèmes 
suivants. 


(1)  Sylow,  m.  a.,  l.  V,  \%-->;  p-  ■'>8'1- 

(2)  HiiLDKR,  M.  A.,  t.  XLIII,  1893,  p.  3oi;  Voung,  A.  /.,  t.  XV,  tSgS,  p.  i3'2. 

(3)  Bagnera,  a.  D.  m.,  %"  série,  t.  I,  1898,  p.  iS;;  t.  II,  1899,  p.  2O3. 
(*)  BURNSIDE,   Tlicory  nf  groups,x\"  65. 

(5)  SïLOW,  loc.  cit. 
(')  Jordan,  Traité  des  substitutions. 

(')  Voir  par  exemple  Blhnside,  Tlieorr,  p.  9.0.  Cayi.ev,  Phil.  Mo^.,  t.  Il,   i8J4;  A.J.,  t.  I. 
P. 
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Supposons  (')que,  dans  les  équations  définissant  un  groupe  G  d'ordre  fini,  figurent  deux 
séries  de  générateurs  rt,,  ...,  a,^,  6,,  ...,  />,.  et  désignons  d'une  manière  générale  par  X(a_), 
X(6)  des  produits  des  a  seuls  ou  des  b  seuls.  Supposons  en  outre  quêtes  cqualions  de  (j 
aient  la  forme 

A,(«)=i,         \\j{b)  =  k'j{a),         h,'a,b,^\';^{a) 
{i  =  \,...,s,         /■  =  !,...,/,  1  —  1,...,  q,  A=i,  .  .  .,  /■). 

Désignons  par  A  le  groupe  défini  par  les  équations  A,(rt)  =  i  et  par  B  le  groupe  défini 
par  les  équations  iij(b)  =  i. 

I.  On  a  chaque  élément  de  G  une  fois  et  une  seule  fois  dans  la  forme  y.(a)  j3(  b),  ''^(b)  par- 
courant les  éléments  distincts  de  B,  c'est-à-dire  les  produits  que  les  équations  \ij(^b)  =  i  laissent 
distincts,  et  a(rt)  parcourant  les  produits  que  les  équations  de  G  laissent  distincts,  c'est-à-dire 
les  éléments  distincts  d'un  groupe  A'  contenu  dans  G  et  défini  par  toutes  les  équations  entre 
les  a  seuls  qui  résultent  des  équations  de  G.  En  sorte  que  V ordre  de  G  est  au  plus  égal  au 
produit  des  ordres  de  A  et  de  B  et  lui  est  égal  toujours  et  seulement  si  G  contient  A. 

II.  Si  G  contient  A  et  si  Ton  désigne  par  K^^(b)  le  complexe  des  éléments  ^(a)  '^(h)où  '^(b) 
reste  fixe,  les  complexes  A  [i(^)  forment  wi  groupe  engendré  par  les  complexes  Ab  et  défini 
au  point  de  vue  abstrait  par  Alij(b)^  A  ou  Bj(b);sii  modA,  c'est-à-dire  isomorphe  à  B.  On 
appelle  ce  groupe  groupe  quotient  de  G  par  A  et  l'on  désigne  par  le  symbole  G  |  A.  A  tout 
diviseur  B,  de  B  correspond  un  diviseur  A  f  de  G  contenant  A  et  tel  que  A,  |  A  soit  isomorphe 
àB,. 

III.  Si  B  est  cyclique,  c'est-k-dire  si  les  équations  de  G  ont  la  forme 

ki{a)  =  i,         b"'=iX'(a),         b-'a,b  =  A/{a), 

pour  que  G  contienne  A  il  faut  et  il  suffit  que  les  équations 

A,[A/(«)]:==i,         A'-'(«)«/A'(a)=.A)"'H«),         A'[A,(rO]  -  .V(a) 

i^Afi^a")  désignant  b~^ailP)  soient  conséquences  des  seules  équations  A,(a)  =  J.  Ces  trois 
conditions  seront  dites  respectivement  conditions  d'automorphisme  ('-),  de  fermeture,  de 
permutabilité ,  et  en  général  conditions  d'ordre,  car  elles  expriment  que  l'ordre  de  G  est 
rn  fois  celui  de  A. 

IV  (').  Un  g^,"'  (')  Ga  toujours  des  éléments  normaux  (c'est-à-dire  permutables  à  tous 

(')  HiiLDER,  M.  A.,  t.  XLIII,  1893,  p.  ioï.  De  Séglier,  /.  M.,  5'  série,  l.  VIII,  1902,  p.  253. 

(')  X  t\.  X  parcouranl  les  éléments  d'un  groupe  G,  on  appelle  automorpliisme  de  G  toute  subslitulion  {x,fx) 
des  élémeiils  de  G,  telle  que  fxfj  =fxy. 

(')  Sylow,  loc.  cit. 

(*)  Voici  les  principales  notations  dont  je  me  servirai  au  cours  de  ce  travail.  J'écrirai  un  gjj  pour  un  groupe 
d'ordre  IN,  p.  p.  c.  m.  pour  un  plus  petit  commun  multiple,  p.   g.   c.  d.  pour  plus  grand  commun  diviseur. 
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les  éléments  de  G)  autres  que  l'unité  et  forment  un  groupe  abélien  appelé  le  central  do  G. 

V(').  Un  gp»  abélien  G  est  toujours  produit  direct  de  groupes  cycliques,  c'est-à-dire 
produit  de  groupes  cycliques  n'ayant  deux  à  deux  aucun  élément  commun  et  tels  que  tout 
élément  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  est  permutable  aux  cléments  de  tous  les  autres.  Les 
générateurs  de  ces  groupes  cycliques  forment  une  base  de  G. 

.'{.  Je  distinguerai  d'abord  les  g^/«  d'ordre  déterminé  par  Xauv  figure.  Voici  le  sens  de  ce 
terme. 

Soit  A,  =  A  le  central  de  G.  Le  groupe  quotient  Gj  A  a  de  même  un  central  A.]  A,, 
A.,  étant  5G.  Si  Ao  est  ^G,  G|A.j  a  un  central  A,,  [A.,  A,,  étant  <G,  et  ainsi  de  suite. 
Si  G  I  Ap,_,  est  abélien,  on  a  A^_,  =  G.  Considérons  alors  la  série 

Ai,:=i,        A|  =  A,        A,,         ...,        A^...,,        Aji^rG 

dite  série  spéciale  àe  G,  et  désignons  par  A,_|a,^  (f  =  i (/.;/,=  i,  ...,  v,)  une  base  du 

groupe  abélien  A,  |  A,_|. 

Soit,  pour  simplifier  l'écriture,  «.y  =ay.  Si  a,y  est  d'ordre yo" /.  inodA,_,,  c'est-à-dire  si 
la  première  puissance  de  a,y  qui  est  dans  A,_,  a  pour  exposant  />V,  on  appelle  7?^w/'e  du 
groupe  abélien  A,|A,_,  le  symbole 


(a,-,a,-,.  .  .  a,-,,.)         «,-,  Ja,-,>.  .  .^  a/.,,. 


q{  figure  de  G  le  symbole 


,  =  [1. 

(  =  1 

Il  est  clair  que  la  figure  de  G  |  A/,  estJJ(a,,  a,o  ...a,,,)  et  que  k,,  {k  =  i,  ...,  u.)  a 

^our  générateurs  les  a,y  où  i  est  <A.  On  sait  que  l'on  a  v^^n  (-),  et,  si  i  est  <^k, 
^'■j^i^-kjA')'  ^»c'^  q"*'  soienty,-,7V 

Si  A,  B.  . . .  désignent  dos  complexes  d'éléments  appartenant  à  un  groupe  G,  j'appellerai  p.  p.  c.  m.  de  A,  B,  . . . 
et  je  désignerai  par  le  symbole  ■  A,  B,  . . .  |  le  groupe  que  forment  dans  G  tous  les  produits  d'éléments  appartenant 
à  A,  B,  ....  Le  produit.r  '/"' j;/,  .r  et/  étant  deux  éléments  de  G,  est  un  commutateur,  j'appellerai  commutant 
el  je  désignerai  par  C  le  p.  p.  c.  m.  des  commutateurs.  Si  G  contient  un  groupe  A,  je  désigneiai  par  le 
symbole  (G,  A)  Viiidice  de  A  dans  G. 

Lorsque  le  module  d'une  congrucnee  serap,  je  le  sous-entendrai  toujours.  .le  désignerai  par  s  l'unité  pour/3  =  ■'. 
et  <)  pour  /)  impair,  par  i'  l'unité  pour  />  =  3  et  o  pour  p  ^  i,  par  e"  l'unité  pour  p  =  5  et  o  pour  p  /i  &,  par  i  une 
racine  primitive  de  p,  par  N  un  nombre  arbitraire  non  carré  moi\p. 

(')  Frobenius  et  Stickki.bekoer,  Cr.,  t.  80.  1879,  p.  217. 

(')  YouNG,  toc   cit. 

(')  De  SÉGiiEii.  Klémeiits  de  la  théorie  def  groupes  abutrails,  n°  94. 
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L'ordre  (l'un  groupe  de  figure ]^ (a,,  a,,  ...a/.,,) étant /j'",  m  =^a//.,  on  obtiendra  toutes 

1  =  1  ',/, 

les  figures  possibles  d'un  groupe  d'ordre />"'  donné,  en  faisant  prendre  à  a  successivement 

toutes  les  valeurs  depuis  i  jusqu'à  m  —  \,  puis  pour  chaque  valeur  de  a  faisant  prendre 
aux  V,  et  aux  a,y.  tous  les  systèmes  de  valeurs  compatibles  avec  les  conditions 


'(i  = 


^uX^kj^i  <  /■■).         «/li  a/2  =  -  •  -^  a<v., 


4.  Supposons  donnée  la  figure  de  G,  on  en  déduit  un  système  (S)  de  relations  nécessaires 
entre  les  a,y .  En  effet,  quels  que  soient  i  et  j,,  a^"'''  est  égal  à  un  produit  d'éléments 
de  A,_,  ;  et,  comme  A,  j  A,_|  est  central  de  G  |  A/_| ,  tout  produit  a,y'  a^^' a,;  rt^,j(i  <  ^-  )  est  égal  à 
un  produit  d'éléments  de  A,_,.  Alors,  en  appliquant  les  théorèmes  I  et  III,  on  voit  que 
l'ordre  de  G  sera/)'"  toujours  et  seulement  si  les  conditions  d'automorphisme,  fermeture, 
perinutabilité  sont  vérifiées  dans  l'adjonction  de  chacun  des  a,y_  au  groupe  défini  par  les 
équiitions  de  (S)  où  ne  figurent  que  les  précédents. 

Ces  conditions  étant  supposées  remplies,  G  sera  d'ordre/)'"  et  défini  par  (S).  Pour  que  G 
soit  bien  de  la  figure  donnée,  il  faut  et  il  suffit  que,  quel  que  soit  i,  tout  élément  normal 
de  G|  A,_,  appartienne  en  vertu  de  (S)  à  A,|  A,_|.  Cette  condition  sera  dite  condition  de 
figure. 

La  remarque  suivante  permet  de  simplifier  les  calculs.  Les  é(iuations  (S)  de  G|A 
s'obtiennent  en   remplaçant  dans  (S)  tous  les  a^  par  i.  Supposons  connus  les  divers 

systèmes  (Sp)  définissant  tous  les  types  distincts  de  figure  IT  (a,,  a,o ..  .a,-.,,)-  On   peut 

toujours  supposer  que  les  Aûr,y(t>>  i)  ont  été  choisis  de  manière  que  (S)  soit  l'un  des 
systèmes  (S'  ).  Le  système  (S)  se  compose  alors  : 

i"  Des  équations  obtenues  en  multipliant  les  seconds  membres  des  équations  de  (S')  par 
des  produits  quelconques  des  Œj,  je  les  appellerai  équations  (I);  ^ 

2"  Des  équations  a;°'=  i  et  des  équations  exprimant  que  chaque  Uj  est  permutable  ii 
tous  les  a,y,  je  les  appellerai  équations  (II). 

Les  seuls  exposants  indéterminés  sont  ceux  des  a^  dans  les  équations  (I).  Les  conditions 
d'ordre  étant  supposées  vérifiées,  comme  Gj  A  est  déjà  de  figure  donnée,  la  condition  de 
figure  s'obtiendra  en  exprimant  simplement  que  tout  élément  normal  de  G  appartient  à  A, 
en  vertu  des  équations  (I). 

En  écrivant  le  système  (S),  je  sous-entendiai  ordinairement  les  équations  (H). 

Chaque  type  de  G  |  A  pour  lequel  les  conditions  d'ordre  et  de  figure  sont  compatibles, 
conduit  ainsi  à  une  forme  générale  de  (S)  où  les  exposants  dea^  restent  indéterminés  dans 
des  limites  fixées  par  les  conditions  d'ordre  et  de  figure.  Aux  diverses  déterminations  du 
système  (S)  des  exposants  des  Uj  correspondent  divers  types  de  G,  distincts  ou   non. 
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Deux  types  de  G  coiTespoiulant  à  deux  types  de  G|A  étant  évidemment  distincts,  il  ne 
reste  à  distinguer  que  les  types  correspondant  à  un  même  type  de  G  |  A. 

Considérons  un  type  déterminé  de  G  correspondant  à  un  système  déterminé  (2„)  d'expo- 
sants. Prenons  de  nouveaux  générateurs  h,,i^{k  =  \ ,  .. .,  [x\  1,,=  \,  ...,v^)  tels  que 
les  At^,  b^/^  forment  une  base  de  A;t|  Aa_,  quel  que  soit  k,  et  que  les  équations  de  G|  A  ne 
changent  pas.  Soit  (1^)  le  système  des  exposants  des  éciuations  (S)  transformées; 
pendant  que  le  système  des  h  parcourt  tous  les  systèmes  de  générateurs  satisfaisant  aux 
deux  conditions  énoncées,  (Z^)  parcourt  tous  les  systèmes  (Z)  correspondant  au  type 
donné  de  G. 

Or  les  b  s'expriment  en  fonction  des  a  par  des  relations  qui,  en  vertu  de  la  première 
condition,  auront  nécessairement  la  forme 

1 = 1  /, 

L'expression  des  deux  conditions  introduit  entre  les  x  un  système  de  relations  (C),  et 
les  exposants  de  (1^)  s'expriment  en  fonction  des  a;  et  des  exposants  de  (Sa)  par  un  système 
de  formules  (T).  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  (X^)  et  (S*)  définissent  le 
même  type  de  G  est  que  les  formules  (C)  et  (T)  soient  compatibles  ('). 

La  détermination  des  types  revient  en  somme  à  chercher  les  invariants  de  la  transforma- 
tion définie  par  (C)  et  (T).  J'ai  rencontré  par  exemple  dans  les  figures  (n  i)  (ii  i),  (i  i) 
(i  1 1 1),  (i  i)(i  i)(i  i)  des  expressions  dont  le  caractère  quadratique  est  invariant,  et  j'ai 
indiqué,  pour  les  deux  premières  figures  citées,  la  propriété  du  groupe  à  laquelle  corres- 
pond cette  invariance. 

.).  Au  début  de  ce  Travail  j'ai  donné  l'expression  la  plus  générale  des  générateurs 
basiques  d'un  g^»  abélien  en  fonction  des  générateurs  d'une  base  déterminée.  Cette 
expression  est  utile  pour  la  formation  des  conditions  (C).  J'ai  cherché  ensuite  toutes  les 
figures  possibles  des  g^/,  en  supposant  successivement  que  le  central  est  d'ordre  p'',  p\ 
P',p-  Dans  les  figures  où  certains  des  a,y  sont  >>  i  en  peut  les  remplacer  par  des  entiers 
arbitraires  sans  compliquer  les  calculs.  J'ai  déterminé  ainsi  tous  les  types  des  figures 

(/■5)(i.),  (rii)(ii),  (/-OCiM), 

(5)(u)(ri),     (5)(i)(i)(.i),     (*0(i)(ïO,     (■'){-0(iO- 

Certains  types  défigure  {rs)  (i  i),  (/i  i)(i  i)  ont  tous  leurs  diviseurs  abéliens.  La  déter- 
mination des  groupes  ayant  tous  leurs  diviseurs  abéliens  a  déjà  été  faite  (-).  J'ai  repris 


(  '  )  cf.  De  SÉguier,  Eléments  de  la  théorie  des  groupes  iihstraùs,  Cliap.  IV. 

(^j  UiBNSiDE,  Thcory,  11°  75;  Miller  el  Moreno,   Traiif.  of  tlic  Ain.  Matli.  Soc.,  I.  IV,  igoj,  p.  39S. 


G  LES    GROUPES    d'ordre  //'. 

cette  question  pour  les  groupes  (Vov(]\o  p'",  ce  qui  m'a  conduitàdéterminer  certains  types 
de  figure  (rs  i)  ('  0  ^^  incidemment  à  chercher  l'expression  la  plus  générale  d'un  système 
de  générateurs  quelconques  d'un  gyahélien  en  fonction  de  générateurs  hasiques. 

Certains  types  de  figure  (m)  (i  i  t) ayant  tous  leurs gy"-^  ahéliens,  je  me  suis  proposé  de 
déterminer  tous  les  gy»  métahéliens  (')  dont  tous  les  gy"-=  sont  ahéliens;  j'ai  été  amené 
ainsi  a.  étudier  les  figures  (rs)(\  \  i),  {rsi)(j  i  \),  (rs)  ('ii). 

Tel  est  l'objet  de  la  première  Partier  Dans  une  deuxième  Partie,  j'ai  étudié  les  figures 
restantes  des  g,,». 

Certaines  de  ces  figures  ont  présenté  quelque  difficulté,  à  cause  de  la  présence,  dans  le 
système  (T)  de  congruences  quadratiques.  Aussi  n'a-t-il  pas  toujours  été  possible, 
notamment  dans  la  figure  (i  i)(i  1 1 1),  de  distinguer  les  types  par  une  méthode  purement 
arithmétique.  Dans  ce  cas  j'ai  eu  recours  à  des  considérations  théoriques  pour  simplifier 
d'avance  autant  que  possible  les  équations  de  G,  considérations  qui  m'ont  d'ailleurs 
conduit  à  trouver  une  forme  irréductible  d'un  nombre  quelconque  de  variables, 
pour  p  = '2  ('-).  On  trouvera  au  contraire  dans  la  figure  (i  i)  (i  i)  (i  i)  un  exemple  d'une 
discussion  purement  arithmétique. 

On  trouvera,  à  la  fin  de  ce  travail,  une  liste  des  équations  des  groupes  qui  y  ont  ét(' 
déterminés. 

6.  J'ajouterai  deux  remarques  indiquant  le  lien  entre  ce  Travail  et  des  travaux  faits  à 
d'autres  points  de  vue. 

[/ensemble  des  opérations  consistant  à  remplacer  les  a,y  par  les  b/,,^  dans  les  condi- 
tions indiquées  (4)  constitue  un  groupe,  car  l'inverse  de  chacune  d'elles  et  le  produit  de 
deux  quelconques  d'entre  elles  appartiennent  à  cet  ensemble.  L'ordre  de  ce  groupe  est  le 
nombre  des  systèmes  de  valeurs  des  x  solutions  de  (C).  Ce  groupe  est  représentable  en 
groupe  de  substitutions  opérant  sur  les  (2)  et  a  chaque  système  d'intransitivité  correspond 
un  type  distinct  de  G  C). 

Si,  dans  les  formules  (C),  (T)  on  suppose 


■ 


(i„  )=--(!,),        «,,.=  /' 


l-h' 


|)our 


/,  klji         (/i^o). 


ces  formules  déterminent  alors  le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant 
les  équations  de  G|A^.  L'opération  consistant  a  remplacer  les  a,y  par  les  h^i^[i,k'^  h) 
définit  alors  un  automorphisme  de  G|Aa.  Le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  des  0-,^ .^/i 
{i,  ^>-  h)  solutions  des  formules  (C),  (T)  ainsi  modifiées  est  l'ordre  du  groupe  des  auto- 
morpliismes  de  G  |  A^. 


(')  FiTrî,  Trans.  of  ihe  Am.  Math.  Soc.  l.  III,  1902,  p.  33i. 

(')C/.  n"22. 

C)  cf.  figure  (11) (11  II),  (i  I  i)(iii    pour  p  =  -2. 


PREMIERE  PARTIE. 

RÉSULTATS  GÉNÉRAUX  RELATIFS  AUX  GROUPES  D'ORDRE  p" 


Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  système  d'éléments 
d'un  g/,'  abélien  G  forme  une  base  de  G. 

7.  Désignons  par  a,y^  (j  =  i,  . ..,  v;y,=  i,  . . .,  n^)  une  base  d'un  gy«  abélien  G;  soit/>*' 
(a,>>  a,vi.  Kv^i  =  o)  l'ordre  des  «,^ .  Cberchons  la  coniiition  nécessaire  et  suffisante  pour 
(ju'un  système  d'éléments  de  G  forme  une  base  de  G. 

A  cause  de  l'invariance  du  nombre  et  des  ordres  des  générateurs  basi(|ues  ('),  nous 
pourrons  désigner  les  nouveaux  générateurs  basiques  par 


Y[a^jl^'"'  {A=>,  ...,v;  lir^i,  .  ..,„,), 


bi,,^  étant  d'ordre/»"*.  D'oi^i  une  première  condition  nécessaire  :  si  i  est  -< /-,  on  doit  avoir, 
quels  que  soient  j i,  /^, 

(<:)  jr/y_i./,=  o        mod />".-"». 

Cette  condition  étant  supposée  remplie,  pour  que  les  b^/^  forment  une  base  de  G,  il  faut 
et  il  suffit  que  l'équation 

(■)  11'^?/'=' 

n'admette  pas  d'autres  solutions  que  y^/^^^o  mod/>**.  Or,  les  rt,y,  formant  une  base  de  G, 
l'équation  (i)  équivaut  au  système  de  congruences 


(')  Frobenius  et  Stickklbiîrger,  Loc.  cit. 


s  LF.S    GROUPES.    d'oRORE  />". 

Donc,  pour  que  los  hi,i^  forment  une  base  de  G,  il  faut  et  il  suffit  que  le  système  (I) 
n'admette  pas  d'autres  solutions  que  Ja/^hs^o  mod/?"*. 

Désignons  en  général  par  A/^  le  déterminant  des^A7\*<^,  je  dis  d'abord  que  si  l'on  a  A/i=s3o 
(h-v),  le  système 


*=A 


(II) 


^'^^u.i'hykh^o       modp'' 


/  =  i  /i 


admet  des  solutions  autres  que  y^,^^^o  (mod/j"*).  En  effet,  le  système  (II)  peut  s'écrire 


*  =  ,-! 


21  2-*'/.<'*7"*+22^'/,*'i7*4=  o         mod/)».,     («■  =  I,  . . .,  v). 
On  aura  des  solutions  de  ce  système  en  posant  j^,,—  -//j/»*'"',  les  z^,^  étant  solutions  de 


(III) 


2  2-^//,/./.=w*+22i'S"'y,Av,--«;=o         mod/;>=' 


',        (/=!,...,    h). 


k  =  i    II 


En  posant,  d'après  (C),  pour  k^i,  a?,^  „j=  a^^^^^^yw"""*,  on  voit  que  l'on  obtient  des  solu 
tion  de  (III)  en  prenant  -/,i  =  "a/iT'"*"'*.  les  m^,j  étant  solutions  de 


(IV) 


2    2 •2^/;,*/» Z»"^ ""■■««(.+ 


A  =  1        /j 


(/=i,    ...,h). 


Le  déterminant  de  ces  équations  est  eeeTTa^^eo.  Donc  le  système  (IV)  admet  d'autres 

solutions  que  u^i^^e^o  et,  par  suite,  le  système  (II)  admet  d'autres  solutions  que 
r«jSEEO  mod/A.  Ainsi,  pour  que  les  b/a^  forment  une  base  de  (i,  il  faut  que  tous  les  A^j 
soient  ^  o,  la  condition  C  étant  vérifiée. 

Je  dis  que  ces  conditions  sont  suffisantes.  En  effet,  si  A,  est  ^  o,  le  système 


n'admet  pas  d'autres  solutions  que  ji/EEso  mod/?*',  comme  on  le  voit  en  considérant  les 
équations  où  i  =  I.  Supposons  démontré  pour  tout  nombre  li'<^h  le  tbéorème  suivant  : 

si  11  A;i  est  ^o,  le  système 

2  2  ^u.kh  y  kl,  =  0       m  od  ^''.  (  j  =  I ,  . . . ,  V  ) 


*  =  i   /* 


CHANGEMENT    DE    HASE.  f) 

n  admet  pas  d'autres  solutions  que  y^/^^E^o  mod/>"«.  Je  dis  que  ce  théorème  est  encore  vrai 
pour//'=  /i.  En  eiïet,  le  système  (II)  peut  s'écrire 


2   2'^'>/'»/«i+2^'^"'"'"^'"''^°        mod/^"., 
d'où,  en  tenant  compte  de  (C), 

2    ^■'^'VV.'<//./i,=  o       mo(l^«.-«/.        («L^i,  ...,/0, 
donc,  d'après  le  théorème  admis,  on  a  7^7^=  ~o  mod/j'*""*/'.  Posons 

le  système  (II)  donne,  en  transformant  comme  précédemment, 

le  déterminant  de  ces  équations  étant  s^rTA^,  donc  ^  o  par  hypothèse,  ces  équations 

A-l 

entraînent 

j/../,  E=  o        mot!  />"'', 

donc,  (|uel  que  soit  k, 

V/!/j=0  1110(1/9*'. 

Comme  en  vertu  de  ((V)    le  déterminant  A  =  |.T,^t/J  des  a:^,y,A/,  est  "^^ TT-^a  on  peut 
énoncer  le  théorème  : 

Pour  que  [es  hi^i^forment  une  hase  il  faut  et  il  sujjil  que  ron  ait  .f,,  /,,,      o  mod/;*-"*  (j  <;  /•) 


I'. 


If> 


i.F.s  oiioiPEs  I»  or.Dni:  //' 


Détermination  des  figures  des  gp'-. 

8.  Si  G  n'est  pasabélien,  l'ordre  du  central  A  est  au  plus/j*.  En  ce  cas,  A  étant  de  l'un 
des  cinq  tvpes 

(',),       (3l),       (22),       (211),       (lin), 

et  Ci  I A  de  type  (i  i),  G  sera  de  l'une  des  cinq  figures 

(4)(ll),       (3l)(ll),       (22)(ll,       (3ll)(ll),       (Ull)(ll). 

Si  A  est  d'ordre//',  A  est  de  l'un  des  trois  types 

(3),     (21),     (m), 

et  G|  A,  aussi  d'ordre/);,  et  non  cyclique,  est,  d'après  la  détermination  desg^,  de  l'une  des 

(21),     (ni),     (i)(n); 


trois  figures 


G  sera  donc  de  l'une  des  neuf  figures 

•(3)(2i),     (3)(iii),     (3)(i)(n),     (2i)(2i),     (2i)(in),     (2i)(i)(n),     (iii)(2i),     (iii)(iii), 

(in)(i)(ii). 

Si  A  est  un  g^,j,  donc  G|  A  un  gy  non  cyclique,  A  est  de  l'un  des  deux  types 

(2),     (n) 

et  G|  A  qui  ne  peut  être  cyclique  est,  d'après  la  détermination  des  g^,  de  Tune  des  sept 
figures 

(3i),     (22),     (211),     (un),     (2)(ii),     (ii)(ii),     (i)(i)(ii). 

G  sera  donc  de  l'une  des  quatorze  figures 

(2)(3i),     (n)(3i),     (2)(22),     (n)(22),     (2)(2n),     (n)(2ii),     (2)(nii),      (n)(iin). 
(2)(2)(n),      (ii)(2)(ii),      (2)(n)(ii),      (ii)(ii)(n),      (  2)  (i)  (i)  (i  i),      (  n  )  (  1)  (  i)-(  n  ). 

Si  A  est  un  g,„  G|A  est  un  g,/  non  cyclique,  qui  a,  d'après  la  détermination  des  g,/, 
quinze  figures  donnant  pour  G  les  quinze  figures 

(i)(4i),     (0(32),     (i)(3n),     (r)(32i),     (i)(2in),     (i)(nni), 

(i)(i)(nii),     (,i)(3)(n),     (i)(2i)(ii),     (i)(2)(i)(n),     (i)(ni)(ii),     (1)  (n  )  (1)  (n  ), 

(')(i')(in),     (i)(i)(n)(n),      (  1)  (1)  (  1)  (i)  (n). 


I  IClliF.    (*)  (  I  )  (  I  I  )    .V  >  I  .  Il 

Or,  toute  figure  présentant  dans  une  parenthèse  un  chiffre  plus  fort  qu'un  chiffre  quel- 
conque d'une  des  précédentes  est  impossible.  De  même  si  G  est  métabélien  et  A  cyclique, 
le  commutant  étant  métabélien,  les  figures  où  il  y  a,  dans  la  deuxième  parenthèse,  un 
nombre  impair  de  chiffres  égaux  sont  impossibles  (').  Enfin  nous  n'avons  pas  à  nous 
occuper  de  la  figure  (i  1 1  i)(i  i)  ni  des  figures  de  la  forme 

(.v)(ir),      {s){9.2),     (.?){ini),     (.*i)(ii),     (.9)(i)(.i), 

qui  ont  déjà  été  traitées  ('■'). 


Figure  (s)(l)(ll)        s>l. 

9.  D'après  les  types  connus  défigure  (i)  (i  i),  G  aura  pour  é(|uations,  en  sous-enlendant 
celles  qui  expriment  que  a  et  h  sont  normaux, 

ni-'—l/i'-ni,        c"—b'?a\       cf  —  c^  b'?' a""' ,        e'- —  ê  b\^' a'" ,        d^^  cd  =  cb\'-a>,        c-' ce  ^  cbv-' a'\ 
c  'de  :=:  de;         (  y  =  o,         â  =  o ,  I  si  /j  csl  ?3;         yz=ô=:o,         j'  =  à  =  isi  /?-—  2  ). 

Les  conditions    d'aulomorphisme  donnent   d'abord   aEsÀsEEÀ'aso   mod//-',    puis, 
en  remplaçant  a,  Â,X'  par/j'~'a,  //'A,  p'-'V  les  conditions  d'ordre  et  de  figure  donnent 

y IX  HEH  y}.  =  «  —  y).'  -+-  û.  =  ^  —  yiJ-'  +  £,a,  s3  a  4-  0/  -f-  £/'  =  ,3  -H  ô/;i  -t-  c[x  =  5>.'=  ô,u'  =  o , 

et  l'on  ne  peut  avoir  \^^u.^\' --  t/.'EE=ro. 

Or,  si  p  est  >3,  en  supposant  y  —  o,  S  =  1 ,  on  a 

3!  =  [3  =  a +?.  =  (3  H-|ji  =  >.'=;yH=  o,  donc  ).  =  ;ji  H3  >,' =  p' =  o, 

et  si  p  =  2,  en  supposant  y  =  0  =  i ,  on  a 

),  =  IJ.  '^  V  Hii  /jt'  HH  o, 

il  faut  donc  y  =:  §  =  o,  alors  on  a  comme  conditions 

«  =  £}.  =  Û.',  (3  =  c^  H=  £|Jl', 

(')  FiTE,  Traits,  of  tlie  Am.  Matli.  Soc,  t.  III,  i()()2,  p.  3'ii. 

(*)  Dr  Skguier,  Elémcnii  de  ta  dieoric  des  groupes  abstraite.  Cliap.  IV. 
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i.ES  cnofPES  d'ordre  //'. 


cl  les  équations  de  G  seront  : 


ai''~hP—\,         L-i' ~  b^V- a^''"'  ' ,         lO' ■=l  b'i" a^ ,         ei'—b'?"a^", 

e~'  ce  1=  cbv-'a'  I''  ',         e~  '  rfe  z=  de. 


(l-'c(:l=  cbV-a'i'" 


On  trouve,  par  un  calcul  direct,  é"' d^' c:'' e' (P &'  =  e'-  cP  c^  h*'  a'"'  ' ^^  avec 


:) 


-4-fi'    j-'c-f-/ 


■(:)]■ 


"')J*K-'=-'(:)]' 


d'où,  le  commutant  \a,h,c\  étant  abélien, 

(e=f/->c'^)-'  {e-dy'c'^')-'  e=  di'  C'^  e-  d^'  c""'  —  c^"  b^"  (tP'~'  "" 


H",  K",  X"  s'obtiennent  en  retranchant  H',  K',  X'  de  ce  que  deviennent  ces  expressions 
quand  on  y  permute  les  lettres  accentuées  et  non  accentuées  de  même  nom.  On  trouve 
ensuite,  par  récurrence,  (e'd^c-^)"=  e^'fP"c'^"h'^"a'''  avec 


'L„  —  uz,         Y„  =  ?<y,         \„— ux  +  yzl,\  H, 


K„=.a|^^yirW  +  ^v,- 


ty 


-y 


=ir'i',<J+^'j[x=+j(j)jv-' 


d'où,  pour  fi  =  p,  X,  V,  3  étant  <ip,  {e'(P(fy  —  c'^rlAa''i\  avec 

A,,  =  a'/  +  3c";  +/>■-■-'£'/;(— /.j  +  >.'s)  H-/j-'-'£>.[.r(i  +7 +  ;)  +  )•;]. 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  de  G, 
qui  est  de  la  forme 

a,  =  ^''ia^     bi=:bnai''''i,     c,--=c"^b'a'-,     d,=e=dyc^  b'-a'',     ei^e-drc^' h''a"  ,     cXi' (yz  —  zy')^o, 
et  où  nous  supposons  x,y,  z,  x' ,  y ,  ='</),  doit  vérifier  les  conditions 

£jk;  =  £/';'=  o,  r^~yz'-zy\         s^K",  /■=/>»-' H" 


l'iGURK  (a-)(i)(i  i)  ,y  >I.  l^ 

ot  fournit  sur  les  exposants  des  équations  de  G  la  transformation 


(') 


(''-)  i    -r',,'  =  rt  ,,  v'-i-  ,,'  -:' 


j  a[  +  ï'iJ.\^^U}.y  +  l'z'); 


(  3  )  ^a;  +  /J'-'  t' p;  +  /^/(  =  A,„         ïa",  +  />■<-'  r  p;  +  />A'  =  a;,         mod  />■' ; 

(-1)  Yix',  +  n'.s;  =H,„      Y)3c';  4-r)'|3;  =h;,. 

Remarquons  que  A  ot  h'  permettront  toujours  de  vérifier  (3),  pourvu  que  l'on  ait 

(.-.)  £a',  E=a'/  +  a"c,         lx[  zs  ce' y' -h  c'' z' . 

Soit  d'abord p ^3,  les  formules  (i)  et  (2)  montrent  que  l'on  peut  toujours  laire  l'une 
des  trois  hypothèses  suivantes,  qui  sont  distinctes  : 

fji  — jx'=o,     X  =  o,     >,' —  1  ;  fJt  =  o,     fi'^i,     X  =  o,i,      À'^o, 

en  ayant  toujours  X,  =  >,  a,  =  a,  Xj  =  X',  ix',  =  tx'. 
La  première  hypothèse  donne  s  2^  o,  ^  ^^^yz'-,  puis 

(5)  ='=«',  =  «',  j^'^«",  =  ay+3c"--'; 

(4)  r,a',  +  r/;3',^;3'.v,         nac",  +  y)';5",  =  ;3'y  +  ;î".-'; 

d'où,  pour  p^3,  les  huit  types 

x'=x"=o,    p'=o,    ;3"--=o,i;        3('=o,    x"=i,    (3'=o,i,    P"=o;        a'=i,N,    a"— ;3'=:o,    i3"=zo,i; 
Aa  deuxième  hypothèse  donne  s^e^'^so,  yj'^y:;'-,  puis 

(5)  ^«',  =  «'r,  ■ioc'[^=c'y'+x"z'; 

d'où,  pour/j>5,  les  six  types 

«'=o("=o,    |3'=o,    ;3"— 0,1;         a'=«"=ro,    (3'=:i,N,    (3"=o;         «'=:.,    st"=:o,    ^'-o,     (3''=o,i; 

et,  pour  p  =  3,  les  six  types 

x'-x'=o,    ;3'=o,i,    (3"=o;       3t'=a"=:a,    ;3'=-i,    |3''=o,i;        x'-i,    x"=o,    (3'=o,    ^"=0,1. 


l'î  LES    OKOUPKS    O'OIIDKE  //. 

La  troisième  /ivpol/iése  donne  ^s^o,  ri'i^-y:-'-,  ^^EEiy-z-',  ^'^zsjv'?',  puis 


(3) 
(4) 


j^^' «",  =  «'/'+  y'j' 


j5  a,  =  a  , 


d'où,  pour />^. 5,  les  lo+yo  types 

a'=a"=:o,     (3'  =  o,     [3"=:o,i;         a'=a"=:o,     {3'=i,N,     ;3"=o; 
a'=o,     «"=i,N,     |3'  =  o,i,N,     (3"=o;         «'=.,     a":--:[5'=o,     f5"=  o,  i,  .  .  ., /j  -  .. 

et,  pour  p  =  3,  les  treize  types 

!x'=!x"=o,     P'=o,i,     (3"r=o;         «'=«"  =  0,     ^'  =  -1,     (3";;io,i; 
o!'i=o,     a"=i, — I,     [3'=ro,i,— I,     (3"=ro;         a'=i,     a"— o,     |3'r=o,     [3"=o,i,— i. 

So/V  maintenant  p  =  2,  les  formules  (i)  et  (2),  qui  se  réduisent  h 

^i  +  ^Vi^/''        Hi  =  p-> 


montrent  que  l'on   peut  toujours  faire  l'une,  des  deux  hypothèses  suivantes,  qui  sont 
distinctes  : 

fi  =3  0,     >.  —  i;  //  =  !,     >.  =0, 

en  ayant  toujours  X,  =  X,  [;i,  —  p.. 
Dans  le  premier  cas  on  a 


(3) 
(4)  . 


a',  =  ix'y  +  «";, 


v'  1^'  _1_    /v"   -' 


r,a  +  j3',  =  (3'7  +  (3";.         Tj^t",  +  (3';  =  |3'j'+  p"î'; 


d'où  les  sept  t\'pes 

a'=a"=o.     |3'=o,     î3"  =  o,i,         a'=3!"=o,     !3'=|3"=i; 
a'=:o,     a"=i,     l3'=ro,i,     ;3"=ro,         3!'=a"=i,     ;3'  =  o,     ;3"=o,i. 

/>««*■  /e  deuxième  cas.  on  a  les  mêmes  formules   et,  par  suite,   sept  nouveaux  (ype>- 
correspondant  aux  mêmes  valeurs  de  a',  3',  a",  P". 
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Figure  (s)(s)(ll)        s>l. 

10.  D'après  les  types  connus  de  figure  (^)(it)  5>i,  G  aura  des  équations  de  la 

forme 

^'''=1,  bi''T=za>,  ci'^^ai,  di':=b'^a^,         c-^^bc^^ba}- 

d'^bcl=baV-,         d-^cd  —  cbP"'a'';         (a  — o,i). 

Les  conditions  d'automorphisme,  fermeture  et  permutabilité  donnent 

fxot  =  >,oc  +  j3  =r  o         mod  /)■% 

en  remplaçant  A,  u.,  v  par  p'^'X,  p''^\J-,  p'~'v,  et  prenant  bn'  pour  b,  les  équations  de  (i 
deviennent 

ai''—i,         bi''=a   i''^''-^,         ci'  =  ay,         di'—b'^a'',         b^^  ab  ~  c~^  ac  —  d'^ad  — a, 
c-^bc=bai''~''' ,         d'''bd=  baP'~'V-,         d-^cd  =  cbP"' ;         (3t=o,i). 

La  condition  d'ordre  est  ixaEso,  et  la  condition  de  figure  est  que  l'on   n'ait   pas 

AEEE:-[i.^O. 

On  a  d'  c>'fr'-'d'c'h'-  =  d''c'''b'''aP""'  a\ec 

Z'=z'+z,         Y'=.y'  +  f,         \'=x+x+p'-'zy',         W  =  x' Q.y  +  ixz), 

d'où,  le  commutant  étant  abélien, 

{d-cyb^)'^  (d-'cy'h-^')-'  d~ cy b^ d~  cy  b""' =  bfy--~-y">i''  'a""P"', 

avec  U" —\(xy' —  yx') -\- i^Çœz' -h  zx'),   et    l'on    a    par  récurrence  (d'c>  h-'')''=  b^i'a'^i 
avec 

15,,=  «;  +/j{T-hzp'-^-yz),         A,,=  yy  +  dz  -^  {i  —  î)  {p'-'lxyz  -i- p'~^ ix{ly  -h  (J-z). 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  de  G 

est 

a,  =  a^         bi~bn'a^,         c  ^^  d- c^  b'^  a'' ,        d^  —  d- cy' b""' a''', 

avec  les  conditions 

'if/iyz'-  zy')  ^  o,         n'-^pj—yz'  -  zy',        ?'+  «>./  =  M^y'-y-^')  H-  ^l(^2'  -  =■»' 

15/'  =>!/''.         B;,  =r  Y)'  a  -h  p'-j\ 


i(>  i.F.s  onori'KS  d'orduk  //'. 

((j,j,,J\)  désignant  des  entiers  arbitraires),  et  fournit  sur  les  exposants  des  équations 
de  G  la  transformation 

(x(D.,  —  r;i)=o,         a,  =  T/(>.j4-fx:),         BiJ.,~ri'0.y'-\-iJ-z'); 
ly^-\-  pisi.'/.  =  i\,,  +  ph,        1^^  +  '^  ci.-\- pr' a\  =  X,,  + ph',         mod/j"; 

la  présence  de  h,  h',  dans  les  deux  dernières,  montre  qu'elles  peuvent  être  vérifiées 
pour/5>  2  toujours  et  seulement  si  l'on  a 


^ 


^/i  =  •//-+-' 


■r«  =  y/  +  ^^=' 


I "  Type  x-^o  de  Vi\K.  • 

On  peut  toujours  faire  X,  =  o,  p.,  =  r  ;  et,  en  supposant  À,  =  A  —  o,  a,  =  a  =  i,  on 
a  ssEEO,  ^EEEEys'-  et 

d'où  les  quatre  types  (les  deux  derniers  se  confondent  pour/j  =2) 

y  =  0,      0  =  0,1;  -/=r(l,N),  0  =  0. 


2°  Type  ot  =:r  I  de  G  |  A. 

Les  conditions  d'ordre  et  de  figure  étant  [xeeeeo,  A  pz^  o,  on  pourra,  en  prenant  a'  poura, 
écrire  les  équations  de  G 

ai''—\,       hi''^a'i''',       ci'  —  a^,       di'^baP,       c   '' bc  =  hai''"' ,       d^^hd^b,       d-^cd  =  cbi''~'. 
Tout  changement  de  générateurs  conservant  la  forme  des  équations  de  (i  doit  vérifier 

r/-hpj  =  z',      t'+y  =  -x',       £  =  r)',      y^i,      y'=o,       pa:~{-z(i+p)=j\/>',       -r' +,/=,/, /J'"' 

et  les  formules  mod  p  de  la  transformation  sur  les  exposants  de  G  sont 

y  =  o,  I ,        -5  =  o,  I ,  . . . ,  p  —  [ . 


d'où  les  2/j  types 
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Figure  (s)  (11)  (11)        s>l. 
1 1 .  D'après  les  types  connus  de  figure  (i  1)  (i  i),  les  équations  de  G  auront  la  forme 

«''•=!,         bP=a'*,         c''=za'^',         cli'=cV-aP,         e'' -- c^b>' a^' , 
(—^bc=r-hay,         d-'  bd=z  ba'%         e~'be  =  ba^'',  d-'cd^=ca'^,  c-^ce^ca'^',  e-^de^zdc, 

les  exposants  des  générateurs  autres  que  a  ayant  les  déterminations  suivantes,  corres- 
pondant aux  types  distincts  de  G]  A, 

p^i      I.   II.  III.  IV.        p  =  i     r.  II.  iir.  IV. 

X'  o     o     r      I  o     o     I      I      . 

pi  o     o     o      I  o      I      o      I 

\j.'         0100  0100 

Les  conditions  d'automorphisme,  fermeture  et  permutabilité  donnent 

y  =  xpi  =  a'  H-  ex  —  x'  pi  E=  a'  +  £x'  -f-  o/.'  4-  /;j.'  ;eh  x'  ja'  -+-  ô'  X'  h=  o         inocl/>% 

d'où  l'on  tire  a'EEEo  mod//~'  et,  en  remplaçant  0,  x,  0',  x',  a'  par  leurs  produits  par//  ', 
les  équations  de  G  seront 

rtP'zzri,         *''  =  ««,         c''=  ">'"',         di'  =  cV-a?,         e''—cV-b'''a^', 
c-^bc—b,      d-^  bd  =z  b(t^i>'-\      e-^  be  ^  ba^'P'~\      d-^  cd  ^  cd*-i>'' ,     e-^  ce  ■=  cd'-' i'"\      t'-^dez^dc, 

avec  les  conditions  d'ordre 

a'+  £X—  X'|JLE=  «'  +  £X'+  0/.'+  X/Jl'=  x'/j!.'-t-  â'/.'=  o. 

Les  éléments  normaux  étant  de  la  forme  c'/r'^avec  ox  h-  S'j'E;^x.r  -+-  v! y^Eao,  la  condi- 
tion de  figure  est  Sx'  —  xS'^  o. 

On  voit  alors  que  les  types  de  G|  A  qui  conviennent  sont  pour/;>2:  le  type  1  avec  les 
conditions 

en.'  E=  o,  ox'  —  xô'  p^  o, 

le  type  II  avec  les  conditions 

x==ô'so,  a' =  — ô  s=  x' je^  o; 

P. 
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et  pour/^  =  2  :  le  type  1'  avec  les  conditions 
le  type  III'  avec  les  conditions 

oc' =:  y.  ^  •/.' ^  i,         o^y.'^i. 

En  parlant  des  équations  générales  où  l'on  a  fait  u.'  =  o,  et  posant 

g  ■=  e" d' cy b'^ ,        g' =  e"' d- cy' b^'        (les  exposants  élanl  </>), 
g' g  =  e^  d'  6^  y^  af-'^^         g^— e^^d''c\b\a"^P'  ',         gP=  c''rb«i'a^r. 


on  a 


X't 


H'r=/«  (2)  +-'     ;c'(")  +X3«|  +/(/.:  4- ■/.'«)  + '^■'(«  +  'î'«); 


on  en  tire  g  ' g^-' gg'=  c^'   "^ a"'   "',  H,,  Y',  se  déduisant  de  H',  Y'  en  y  permutant  les 
lettres  accentuées  et  non  accentuées  de  même  nom;  on  a  ensuite  par  récurrence 

H^— x.m2S';-'  (    "  j  -+-    /.'5  (  "  j  +y(y<-:  -t-z'")  -^a-(dz  +  ô' u) 

-+-  y.'zu^l';-'l\  l  +  y.z'-ul';-'l\  t, 

et  en  faisant  i>  —  /> 

^P~a[y  —  {(i~  c)  zii] -t-  j3;  -H  ;5' H  +  />■'-'  [  s'zii{-~^y. z-h-/.'u)+£ [x.-( J  -I-  u)  -H  y'j'u  +  a-(ôz  -+-  0' u)]\. 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  est  de 
la  forme 

rt,=:a^,         bi  =  c'''b>a'',         c,  —  c'^''b-a''',         d,  — e"d-cy  b-'a'-,         et=  e"'d-cy' b'^'a'--, 

il  doit,  en  supposant  les  exposants  de  b,  c,  d,  e  inférieurs  à  p,  ceux  de  a  inférieurs  n  p'\ 
vérifier  les  conditions  appelées  conditions  (C) 

O'in'^o        r!  —  zu'—uz'+i,j,        /j'-^j  oc' +  h<  ~  p'-'^{M\—\V)         iiio(l/r% 
^'£E=  Vu  s  /'(l  -  «')  =  o,  piy/=:  :;(^  -H  £«)  H-  /,/,  X'n  =  z' {^  +  tu')  +  pi' , 


j,  l,  /'  désignant  des  entiers  arbitraires;  on  en  conclut  /«'i.-o  mody/  '  ;  alors,  en  rempla- 
çant A'  par  A'y»^  ',  la  troisième  condition  s'écrira  ya' + /j'es  H',  —  H'  et  la  transformation 
que  fournit  sur  les  exposants  des  équations  de  G  un  cliangement  de  générateurs  ainsi 
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déterminé  est  définie  par 

(i)  Sx,  =  ri'  (x3  -)-  -/.'il), 

(3)  ■                                                  (?x;  =  r/(x.^' +/«'), 

(3)  eèi  =  ^(àz    +$',t)  -^-r,(y.z  +y:i,). 

Cl)  e3',  =  |(ôy  4- ô'«')  +  r,(/.;:'-i- /'«'), 

(5)  6«,  s  tst -HTiJt'/J'"'  +/^A  niocl/j% 

(6)  ea',  =  ri'oc\ 

(;)  {lx'-hiJ./,')j)'-'+0Pi  =  \„-i-pA-         mo(\p', 

(8)  /'a>'-'  +  /.'/(  +  (5;3;sA;-+-/>Â'        mo(l/7% 

A^,  se  déduisant  de  A^,  en  y  accentuant  les  lettres  oc, y,  z,  u.  Les  trois  congruences  (5), 
(7),  (8)  entraînent 

{■>')  Oxi  =  tx, 

(8')  l'/i-^.fj^[=sx[y~-l{i-^e)z'u]-^^:'+^'u'. 

et,  si  (V),  (7'),  (8')  sont  vérifiées,  on  pourra  toujours  déterminer  /i,  X-,  k'  de  manière  à 
vérifier  (5j,  (7),  (8).  Séparons  maintenant  les  divers  cas. 


1"  /?>  2. 
Type  /  de  G\A. 

En  tenant  compte  de  la  condition  de  figure,  on  voit  que  les  formules  (r)  et  (2)  per- 
mettent de  faire  x,  =  o,  y.\  =  1  ;  et  si  l'on  suppose  x,  =  x  =  o,  x',  =  x'=  r,  donc  het^o, 
yj'shsm',  0;^5m'-,  les  formules  (3),  (4)  qui  deviennent 

montrent  que  l'on  p6ut  toujours  faire  0,  =  i ,  o\  =0.  En  supposant  S,  =  0  =  i ,  0,  =  5'  =  o, 
donc  ^^sm'\  -qEE^  —  z-'u',  les  formules  (5'),  (7'),  (8')  qui  deviennent 

donnent  les  cinq  types 

<z  =  (3=r:o,        |3'=o,  1;  o(— O,        p  =  I ,  N,        (3'=o,  a  =  i,        (3  =  |5'=o. 
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Type  IV  de  G  \  A. 

Comme  on  a  a'sEE  —  S^x'^o,  on  peut  prendre  a*'  pour  a  e\  par  suite  supposer 
a'=  —  0  =  x'=  I  ;  comme  on  peut  prendre  ba?'  pour  h,  on  peut  aussi  supposer  j3'  =  o. 
Le  cliangement  de  générateurs  le  plus  générai  conservant  la  forme  des  équations  de  G 
doit  alors  vérifier  : 

et  fournit  sur  les  deux  exposants  a.  p  la  transformation 


d'où  les^  +  I  types 


5(  =  o,  j3  =  O,    .  .  .  ,  /J  —  1 


a  =  I,         p  m  o. 


Type  r  de  G\  A. 
Les  conditions  (C)  deviennent 

^'~zu  =  z'u'=o,         /i'=Ii;-f-H',  5ee^Ï  =  Y)'=3  +  «s  ;'+«'=!, 

et  les  formules  de  la  transformation  s'écrivent 


(3) 

(4) 

,(5') 

(7') 
(8') 


b,  =  de  +  o'  u  +  Y), 
d\~dz'+8'u'-i--n', 


(3),  (4)  et  la  condition  de  figure  permettent  de  faire  toujours  S,  =  o,  o',  =  i. 

En  supposant  o,  =  o  =  o,  o',  =  o'=i,  doncrjssM,  (5'),  (7'),  (8')  et  les  condition? 
zuEE^z' u'^E^o,  z  -h  uE^.z' -h  u';^  I,  donnent  les  quatre  types 


a  =  o,         |3  =  o,  I,         (3'=o;  x  =  o,         (3  =  (3'=i; 


P  =  {3'=o. 


Ty/^e  ///'  de  G\A. 
Comme  on  peut  prendre  ba^'  pour  b,  on  peut  supposer  p'=  o;  aux  conditions  (C)  qui 


FIGURE    (5)(l)(l)(l  l)    S>I.  21 

deviennent 

e^z  =  u'=^  =  r,'=i,         u  =  ^'~o,         r,  =  5',  .       /i=H\+n' 

il  faut  alors  ajouter 

Bt/H-(3;'=o, 

et  les  formules  de  la  transformation  s'écrivent 

d'où  les  trois  types 

a=ro,         (3  =  0,  i;  a=i,         {3=o. 


Figure(s)(l)(l)(ll)        s>l. 
12.  D'après  les  types  connus  de  figure  (i)  (i)(i  i),  les  équations  de  G  auront  la  forme 

aP'=:i,         bi'=a*,         cP—b'^a^,         dP=c^9a1,         eP—b'at', 
c-^bc—baV-,  d-^bd—  baV-',         e-^  be  —  haV-" ,         d-^cd=ca'',         e-^cer-^-cb,  e-'de^dc. 

Les  conditions  d'automorphisme,  de  fermeture  et  de  permutabilité  résultant  de  l'ad- 
jonction successive  de  c,  d,  e,/sont 

(ji  =  fjL'=  fjL">,'=  £v  =  a  +  £p."=  (3 -I- £'//"=  |3  —  >,^"  =  o    niod/>'        et        v^/jl'so    modyo*-', 

la  condition  de  figure  est  [Ji"^omod^*;  on  peut  donc  prendre  a^"  pour  a'''  ',  c'est- 
à-dire  supposer  toujours  ui"  =  //'"',  donc  A'^^o,  aï^/)*"'£,  {3=  ?:/>*"' X^ee^'^'î' mod/*',  et 
les  équatjons  de  G  deviennent,  en  remplaçant  v  par/?'  '  v, 

a'''=ri,         bP=ai'"'^,         cP—b^aP'"^',         dP   -c^a^'a'l,         eP  =  (n\ 
c-^bc  —  b,         d^bd^b,  e  ^be—  baP"",  d   'cd  =  caP"'\         e-'ce~cb,         e   'deizdc. 

Un  calcul  direct  donne  e^'d'c^b^e"' d'-' c^'b^' ^  e^'d^c''  b^' a"'''  ' ,i\\cc 
le. commutant  ]a,  b,  c\  étant  abélicn  on  a 

{e"' d-  c^' b''  )  '^ e" d' cy  b"" e"' d-  cy' b-^'  =  e" d~ cy  b^ e''" b^" a^^y  " 
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avec 

Il"=v 

."'(0-"(ï)>= 

'"'■■'- if }]-=■["■' 

-+-/ 

"■-('01 -^■[■'- 

•^ 


On  trouve  par  récurrence 


(  e"  ci-  cy  b"  y—  é-''d''C^'  b^'a"'!"' 


avec 


(  e»  rf=  cJ"  Z»'  )  ''  =  c'V  b^\'  a":' 


+  Vi 


d'où  l'on  tire 
avec 


■       A,,=  y-  +  -/'"+3'-'£'[y(«'— i)  — V3'«— ;«']+  2''-'e[j"(«  — i)+j], 

en  supposant  x,  y,  z,  u  <Cf>- 

On  voit  que  le  cliangement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  çlesl 
équations  de  G  est  de  la  forme 

«,  =  «",         bi=b^a'"'"',         Çi=c'i'b'^'a'''P"',         di— e"  d-cyb^'a'',         ei  —  e"'d-'cy'b'^'a''', 

eir,'{zu'—us')^o, 

avec  les  conditions 

&  =  ;«'         È  =  r/«',         /i  =  r/('"'Wç'«'4-vï)'i!',         W=zu',         ^' =  yu' -^  z  ("^), 
h'~W,         u  =  o,         £(/  —  £')  =  o,         sz'=o. 

Et  la  transformation  (T)  qui  en  résulte  sur  les  exposants  non  déterminés  des  équations 
de  G  est  définie  par 


«"V,=  V5, 


zu'^yt  B^  X  +  kp 
zu"y\  =  X'  +  k'p 


modp^. 


A'p  étant  ce  que  devient  A,,  quand  on  y  accentue  x,y,  z,  u. 


LES    G/,™    AYANT    TOUS    LEURS    DIVISEURS    ABELIENS. 


Premier  cas.  ^  >  2. 
La  transformation  (T)  est 


modp',  //'2  m.  =  y 


'I  - 


On  voit  aisément  que  les  types  distincts  correspondent  à 

v  =  o,         y=o,         y'=o,  i;  v  =  o,         y  =  {i,i,i-),         y'=o; 

v  =  i,         y  =  o,         y'=(i,  t'),  («,  <■»);  v  =  i,         y  =  (i,/,  i^),         y'==o; 

les  valeurs  de  y  comprises  dans  une  même  parenthèse  fournissent  le  même  type  si  p 
est  i  ou  r~  2  mod3;  il  en  est  de  même  pour  les  valeurs  de  y',  si  p  est  s=; 3  mod/|. 

Deuxième  cas.  p  =  i         (v^somoda'). 
La  transformation  (T)  est 

y,H=  y  +  -lA  +  (.r  -t- j)2'-',         y',  =  y^'H-  y'-+-  2  A' -h  j'a'"'         (iiioda') 

et  montre  qu'il  y  a  trois  types  correspondant  à 

"/  =  o.        "/'=  o,  i;  "/  =  '.        y'=o. 

Remarquons  que  dans  ce  cas  r/  est  toujours  un  0,5  qui  avec  a*  engendre  un  g,.,  abélien 
de  type  (4i)!  '^^  on*  '^''^  figure  (2)(i)(i)(i  i)  rentrent  dans  les  g^»  ayant  un  g^,»—  abé- 
lien de  type  (m  —  2,  i)  (')• 


Les  g/,"-  ayant  tous  leurs  diviseurs  abéliens. 

13.  Qiiel(jues-uns  des  types  des  figures  (r^)  (i  i),  (/■ii)(ti)  dont  nous  abordons 
maintenant  l'étude,  ont  tous  leurs  diviseurs  abéliens.  Nous  nous  proposons  de  déterminer 
en  même  temps  tous  les  gy»  non  abéliens  dont  tous  les  diviseurs  sont  abéliens. 

Soient  G  ini  gy  non  abëlien  ayant  tous  ses  diviseurs  abéliens,  A  le  central  de  G,  G  le  com- 

(  '  I  MiLl.iiR,   'l'riinx,  o/'  thc  Ain.  Math.  Soc,   lyoï. 


1i.\  '^^^^B'  '-''^    CROUPES   T)  ORDRE  p" 

inufanl,  P  le  p.  p.  c.  m.  (lcs/>-ièmes  puissances  des  éléments  de  G,  CPa?,,  CFa?^,  . . .,  LPajy 
une  hase  du  groupe  abélien  principal  GjCP.  Le  groupe  CP,  p.  g.  c.  d.  des  g^,».  ■  (') 
est  <  G  donc  abélien,  et  d'ordre  'Sp'"--  car  si  CP  était  d'ordre/?'""',  G  n'aurait  qu'un  g,,-  ■ 
et,  m  étant  >  2,  G  serait  cyclique (-).  Donc  v  est  ^1.  Si  vêtait  >3  tout  ^,r-*'  \  CP,  x^,  x,,  \ 
serait  <G  donc  abélien  et  G  serait  abélien.  On  a  donc  v  =  2;  et,  tout  g^,»—  |  CP,  a?,  '  étant 
par  hypothèse  abélien,  CP  divise  le  central  A  de  G.  Mais  G  n'étant  pas  abélien,  l'ordre 
(le  A  ne  peut  surpasser  //"  ^  ordre  de  CP,  donc  CP  =  A.  AinsiG\A  est  un  g,,'  principal  et 
l'on  a  CP  =  A.  Ces  conditions  siijfisent  évidemment  pour  que  G  ait  tous  ses  diviseurs  abélœns. 
En  désignant  par  Ad,  ke  une  hase  du  s,,,-  principal  G|A,  on  peut  remplacer  la  condi- 
dition  CP  =  A  par  la  condition  équivalente 

A  —  \  d'',  ei',  d-^e-^de  [' 

Supposons  en  effet  G  |  A  principal  d'ordre  p-  et  soit  D  =  \  d'',  e^,  rf-'  e"'  de  \,  E  =  \d,  e\. 
.le  dis  que  (E,  D)  ~ p' ■  En  effet  dP,  e^  sont  dans  D;  et,  comme  D  d'après  l'hypothèse 
divise  A,  d  ^ie  indépendants  modA  le  sont  aussi  niodD.  On  a  donc  (E,  i)  =  (D,  \)p-  en 
^nêmc  temps  que  (G,  i)  =  (A,  i)/^".  Alors  si  D  est  <C  A,  E  non  abélien  est  <i  G.  Si  D  =  A, 
on  a  E  =  G  et  CP  .=:  D  =  A.  On  peut  donc  dire  :  pour  qu'un  g,,"'G  non  abélien  ait  tous 
ses  dii-iseurs  abéliens,  il  faut  et  il  suffu  que  G]  A  soit  principal  d' ordre  p"^,  et  que,  en  dési- 
gnant par  Ad,  Ae  une  base  de  G  j  A,  on  ait  A  =;  [  d^,  e^,  d~'  e~'  de[. 

14.  Désignons  en  général  par  a,(j  =  i,  . . .,  v)  une  base  de  G  et  cherchons  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  système  d'éléments  représentés  en  notation  addilive 

par  iA=^^;A«(  engendre  G.  Tout  d'abord,  on  sait  qu'il  faut  k'^v  (^)-  Si  la  matrice  des  a;,*] 

est  de  rang(')v  modp  on  pourra,  en  résolvant  les  équations,  exj:frimer  tous  les  a,  en: 
fonction  de  v  des  b/^  et,  par  conséquent  ces  v  i^.  engendrent  G.  Si  la  matrice  des  0;^  est; 
modyo  de  rang  p  <Cy,  \xij\{i,j  =  i,  ...,p)  étant  par  exemple  ^  o,  il  existe  des  entiers; 
À/,^o,  Ay^  et  ii-i^  tels  que  l'on  ail 


(1  ou  1  on  lire 


/=p 


■PIJ-//, 


{h: 


{h  =  p-hi,  .  .  .,  v). 


(')  BAGNi;nA,  K.  A.  L.  IL,  1898.  J.  D.  M.  (WV  série),  I.  II,  p.  204. 
(2)  Blrnside,  Theniy,  n'"  02,  63. 

C)  FnoBUMUs  cl  Stiikkldkhgeh,  Cr.,  t.  LXXXVI,  1879,  p.  ■x'i-.  —  De  Séguikb,  Élcnicnts    de  la  théorie  des 
'loupes,   w"  119.    . 
(  '♦  )  Le  rang  es l  le  degré  du  déterminant  ^  o  de  degré  le  plus  élevé. 
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Il  est  alors  impossible  que  les  h^  engendrent  G;  car,  s'il  en  était  ainsi,  on  aurait 


A 

d'où 

'./,  /'/,  ^  P^  IJ-i/iVik  bk  —  2^  'il'  bj, 

ik  i 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 


/=p 


bu+'y^p'i-iui'ii.—'y^'ijkbj, 

'h  ;  =  i 

A  prenant  les  valeurs  p  +  i ,  . . .,  v,  et  V  s'étendant  aux  valeurs  7^=  p  +  i,  . . .,  A  —  i, 

A  4-  I ,  ...,  V.  Le  déterminant  des  coefficients  des  b/,  étant  1:7^  i  nio(l/>,  les  b/,  seraient  expri- 
mables en  fonction  des  hj  et  G  serait  engendré  par  moins  de  v  générateurs. 

Ainsi,  en  reprenant  la  notation  multiplicative,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  éléments  I  la,'''  engendrent  G  est  qu'un  déterminant  d'ordre  v  de  la  matrice  des  x^^ 

i 

soit  ^  o  moil/j. 

La  rondilion  A  =  ]d'',  e'',  d~'' e~^  ile\  é(|uivaut  donc  à  celle-ci  :  A  a  au  plus  trois  générateurs 
l)asi(|ues  et  si  l'on  considère  la  matrice  formée  par  les  exposants  des  générateurs  basiques 
de  A  dans  les  valeurs  de  d^,  e'',  d~'e~'  de,  un  déterminant  de  cette  matrice  est  ^o. 

Si  A  a  trois  générateurs  basiques,  comme  d-'e~'de  est  d'ordre  p  d'après  les  conditions 
d'aulomorpbisme  de  G,  la  manière  dont  on  forme  une  base  normale  montre  que  le  troisième 
exposant  basique  sera  i.  A  sera  donc  de  figure  (rsi).  Si  A  a  un  ou  deux  générateurs 
basiques,  les  exposants  basiques  seront  (iuelcon(jues,  G  aura  donc  l'une  des  trois  figures 

(/•)(i<),        ('•*•)(•'),        ('•*>){'i)- 

Les  g//"  de  figure  (/■)(!  1),  (m)(i  i),  (i  i  i)(i  i)  sont  tous  connus.  Nous  allons  étudier 
les  figures  (rs)  (i  i)  (s  >  i)  et  ( rs  i)  (i  i). 


Figure  (r  s)  (11)- 

15.  En  tenant  compte  des  conditions  d'automorpbisme,  les  équations  de  G  auront  la 
forme 

a''" —- bP' —  I ,         cP=L>V-ay,         (li'—b''o'',         c-^  l>c  =  d^^  ùd  =  h,         d-^cd  =  cb^P"' aP '•'"'. 
l'.  4 


2()  I.KS    GROUPES    d'oUDRK  //'. 

Si  l'on  pose  g  =  rPc"",  g'=  cP'c^',  gP  =  b^^ra^r  on  trouve 


g--=a-yc~^{b'">'  'af'''  'yy~'~'>, 


g-' g'-'  g  g'  =  (  b"'''"'  aPi'"  'yy'-y-'', 


A/,=  ya-  +  or  +  i^xyp'—^, 


1{^,  =:  /jia-  -t-  V  j  +  zaxyi'' 


'^ 


Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  de  G 
est  de  la  forme 

a^—b''cr;         b^—b'Ufii'''~\         c  y  — dr  c'' b'' a" ,         d  ^^  dr  c'^  b'^' a'' , 
avec  les  conditions 

et  opère  d'abord  sur  les  exposants  p,  ct  la  transformation 

Supposons  r>^;  la  condition  de  figure  étant  a  ou  5  p^  o,  on  voit  qu'on  peut  toujours 
faire  sur  p,  a  l'une  des  deux  hypothèses  irréductibles  l'une  à  l'autre 


Pi  =  P  =  ) 


a  =  o; 


pi  =  P  =  o. 


e7,  =  (7  =  I. 


L'hypothèse  p,  =  p  =  i ,  t,  =  ct  =  o  donne  la  condition  l^^xj'  —  yx'  et  le  changement 
de  générateurs  le  plus  général  conservant  cette  forme  réduite  opère  sur  les  autres  exposants 
la  transformation 


Vi^  -I-  iJ-,^' p''-' =  yx  -+-  ôy  ■+- ph  +  loxyp'-^ 
y^-n  H--  fJiir/=  fxx  +  v/  -I-  l'JX y  p''^  -t-  /^A' 


modp'', 
moi\  p\ 


l'out  système  a;y  jj'y'  solution  de  ces  équations  est  aussi  solution  de  ces  équations  pris! 
mod  /> 

y^\  =  yx  -i-ôj-,  y.n  4-/a,T,'=f^.r  -1- v/, 

la  réciproque  est  vraie  si  l'on  choisit  convenablement  h,  Ji ,  k,  k  .  Or,  les  quatre  dernières 
formules  montrent  que  G  a  les  quatre  types 

y  rr:  ô  =z  o,  p.  =;  O,  V  =;  O,  I  ;  y  '=^  O,  Ô  r^  I ,  fjt  =  O,  1 ,  V  r^  O. 

L'hypothèse  p,  =  p  =  o.  o-,  =  t  =  i  donne  les  conditions  S'^o,  Y(==xy' — yx' ,  et  le 
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diangement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  cette  forme  réduite  opère  sur  les 
autres  exposants  une  transformation  dont  les  formules  prises  niod/^  sont  les  mêmes  que 
précédemment.  D'où  quatre  nouveaux  types  correspondant  aux  mêmes  valeurs  de  y,  0,  a,  v. 
Deux  de  ces  huit  types  ont  tous  leurs  diviseurs  abéliens  :  ils  ont  pour  équation 

al'' ^  1)1'' =  i ,         ci'=^h,         di'—a,         d-^cd  —  ca'''', 
al'' —//'''=] ,         ci'—zb,         di'=a,         d-^cd  =  cbi'''. 

Supposons  r  =  s.  On  peut  toujours  faire  l'hypollièse  p,  =  p  =  o,  C7,  =  a  =  i  qui  conduit 
aux  mêmes  calculs  que  pourrai.  G  a  donc  seulement  les  quatre  derniers  types  trouvés 
dans  ce  cas,  et  un  seul  a  tous  ses  diviseurs  abéliens;  ses  équations  sont 

c 

al'"  =  bi'"  =2  i ,         ci'=b,         di'—a,         d-'cd  =  cbf'  '. 


Figure  (rsl)(ll). 

16.  En  tenant  compte  des  conditions  d'automorpliisme,  G  aura  des  équations  de  la 
forme 

ai'''—b'''=ci'=i,         di'=icyb?a'^,         ei' =cr  b?' a^' ,         e-hte  ^  de' b'^P"' a'^p''' . 
Si  l'on  pose  §■=  e^ d'^,  g'  =  e^'d-'',  g'' =  éi<U\<a^p,  on  trouve 

g' g  =  er'+r f^-^ ■+■>;(  c' b'^i'"' à'i'"'  Y'^,         g-^ g'-^gg'  —  ( c'' bV-i'"'  rp/'"'  '  yï- i'^', 

g-  =  e-yd-'^  (  c^  bV-i''-'  a'-i'''~'  )  '■>"  ^  ■"'  ', 
A/,=  3!.r  +  a'y  ■+-  Elxyp'--\         B,,—  (3j?  +  ;3'/  +  af^.r/ />'-',         C,,=  yo.'  +  y' y  -i-  vjxy. 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  de  G 
est  de  la  forme 


f7,  =  c'i)^ia',         b^  =  c''-'b'^'a'-i''''',        e,  =r  c'"  A'i"'''"'rt^'>''"',         d ^  — ey d" c' b'' a'' , 


cy'd'='c''b'''ai''. 


avec  les  conditions 


> 

Vpr^s 

!>'■"' 

'(\ 

r/ 

■f^'p'-' 

y' 

y'f 

(.•ry-y^')^o 


et  opère  d'abord  sur  les  exposants  X,  [j.,  v  la  transformation 

r'r'->,  +  Ç"v,  s  'j(xy'-yjc'). 
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LES    r.ROl  l'KS    D  nnoRF. 


Premier  cas.  r  >•  ^  >  i  . 

La  condition  de  figure  étant  Aon  u  on  v^o,  on  peut  toujours  faire  l'une  des  trois 
hypothèses,  irréductibles  l'une  à  l'autre  : 


V,— V  — f/,  =  ^  =  o,  X,=:/,  =  i;  v,  =  y  =  o,  /^, 


1,   A, 


:o;   V, 


1,    p,  =  ;j.— A,  — /=r  o. 


L'hypothèse  v,  =  v  —  a,  =  u,  -  =  o,  A,  =  a  =  i  donne  la  condition  ^^^-ixy'  —  yx'  ei  le 
changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  cette  forme  réduite  opère  sur  les 
exposants  restants  la  transformation 


«1 1  +  (3ii'/''-'+ vi  Vp''^'  -  ^,.==(\  i  +  i5'.i:>'--'+  v;  ;>'-'-  a; 


niotl  /j', 


a,Y]  +  !3,Y)'         -4-y,r,"/;'"' —  B,,=  a',  Yi  + (5',  r/'         +  y',  r, '/''"'  — '^'/.=  «^i  niod //, 


«,  rH-;3,ç'       +y,r 
Ces  formules  donnent 


L'hypothèse  v,  =  v  =  o,  tx,  =  u.  =  i,  X,  =  A  =  o  conduit  à  ces  mêmes  formules,  (i  a 
donc  les  quatorze  types  correspondant  à 


a=a'=[3  =  |3'=o,       -/  =  o,       -/=o,  i;  a--a'=,3  =  o,       ;3': 

«  =  0,        a'=i,        ,3  =  ^'  — o,       y  =  o,  I,        y'=o;  «  =  o,        ac'=i, 


i ,        •/  —  o,  I ,        y 


;î'  =  y=y': 


Dans   l'hypothèse  v,  =  v  =  i,   a,  =  a  =  X,  =  A  =  o,   la  transformation   générale  des 
exposants  restants  est  définie  par 


otiç  ^^  OLX  H-  a.  y, 

a,r/  +  (3,Yj'=i3.2;  +  (3'/,  a',  r,  H-  ;3'it/=  ^x'-+-  p' y' , 

«,  Ç  +  P, Ç'  +  y,  Ç"  ^  yœ  +  y'y  +  Exy,  «',  Ç  +  ;i',  Ç'  +  y',  Ç"  e^  y ^'  +  y'j'  +  s.r'j', 


et  G  a  sept  types  dont  deux  correspondent  à 

a-a'=p=:j3'=o,         y'=o, 
a  =  a'=  ,3r=;3'— o,        y=o, 


SI    P>'>; 

si  /?  =  2, 


les  cinq  autres  correspondent  aux  cinq  derniers  systèmes  a,  a',  p,  ^',  y.  y'  trouvés  dans 
les  deux  premières  hypothèses  faites  sur  A,  a,  v.  Seul  le  type  correspondant  à  a  =  o, 
a'=  fl  =  I,  ^'  =  Y  =  y'  =  o  a  tous  ses  diviseurs  ahéliens. 


FIOURF.    (rSi)(i  I  ).  2() 

Decxikmf.  cas  r  =  *>>i. 
On  peut  toujours  faire  une  des  deux  hypothèses  irréductibles  l'une  à  l'autre  : 

La  première  conduit  aux  mêmes  formules  de  transformation  que  pour  /■  ^  s;  d'oii  pour  G 
les  sept  mêmes  types.  La  deuxième  conduit  à 

;3!,-(-  i'^,  =  a.r  H-  a'j,  'c.x\  +  ç'-î'i  =  a.i-'+  a'j', 

•/)a,  +  r/;3,  =  ^,r  +  (3'7,  -^  ,,'_-,- .^'5'_  ===  3,,.' .+.  ^3'v', 

Ça,  +  Ç'S,  -H  r-/,  =  y.z^  +  y'y  +  e-^-j,        r<  +  Ç',S',  +  r"-/,  =  7^'  +  7'/ +  -r'.r', 

d'où  pour  G  les  cinq  types 

a  =  (3  =  a'=;3'z=o 


7  =  0,  I , 


7'  =  o,. 

» 

si  p>  2, 

7'=-. 

si  /J  ==  !, 

■/  =  o, 

^  j 

7'=-o, 

■/  =  -/  = 

=  0. 

Seul  le  dernier  a  tous  ses  diviseurs  abéliens. 


Troisième  cas.  r'^s~i. 

La  condition  de  figure  étant  1  ou  tx  ou  v^  o,  on  voit  qu'on  peut  toujours  faire  sur  À, 
[A,  V  une  des  deux  hypothèses  irréductibles  l'une  à  l'autre  : 

/^i  =  ft  =  v,  =  v  =  o,     ),,  =  X  =  i;  ;j.,  — ;j,  — o,     v,-;v=:i,     /,  =  ?.  =  (3. 

La  première  hypothèse  donne  la  condition  ^lE^xy'  —  yx'  et  les  formules  prises  mod/> 
de  la  transformation  la  plus  générale  des  exposants  restants  sont 

^■iÇ  =3£.r  +  a'/,  a'|Ç  =  xa-' -h  0('y', 

a,  r;  +  (3,  r/  +  y,  r/'  e=  |3  .r  +  [S'j-,  'j.\  -fi  +  fi',  r/  +  ■/',  r," s  ^  j:'  +  (3'/', 

=<. r  +  |3, Ç'  +  y,  Ç"  =  7^  +  y'y,        x\  Ç  +  i3',  Ç'  +  y',  Ç"  =  7  '•'  +  7'/' • 

On  peut  donc  ramener  a,  a'  à  l'un  des  deux  systèmes  irréductibles  entre  eux  :  a  =  o, 
Cf.'  =  o,  I.  Si  l'on  a  a  =  a'=  o,  on  voit  que  G  a  les  trois  types 

(3  =  y  =  p'=o,     y'  =  o,  .;         (3  =  y'=,,     S' =  y  =r  o. 


'^O  I.KS    (IROrPES    n'oUDUK  /;". 

I.e  dernier,  si  l'on  suppose  r=  2,  est  un  groupe  que  l'on  retrouvera  plus  loin  :  le  g^/  de 
ligure  (21  i)(ii)  dont  tous  les  g,/  sont  abéliens.  Si  l'on  a  a,  =  a  =  o,  a',  =  a' =  i,  donc 
ysso,  .VE^j,  ^:;~y,  on  voit  que  G  a  les  deux  types 


o, 


y  =  o,  I , 


P'=-/: 


:  O. 


La  deuxième  hypothèse  :  (x,  =  [jl  =  o,  v,=v  =  i,  a,  =  X  =  o  donne  les  conditions 
^"Esr/'i^EO,  'Ç" ^;£a xy' —  YJe'  et  les  formules  prises  mod/j  de  la  transformation  la  plus 
générale  des  exposants  restants  sont 


n 


^  «x'-t-  a'r', 


a,i  =a.r-t-a')-,  a,ç 


On  voit  de  même  que  G  a  les  sept  types 


a  — «'=  (3=r(3'=o,         y  =  o,  y'=:o,  i,  si  /;  >  2, 

a  ;=  «'=  |3  ^  j3'=  o,         7  =  0,  I,         y'='>  si/?=:2, 

a  =  «'={3  =  0,  P'=i,  y=;o,   r,  y'=0, 

iZ  =  o,         a'=i,         3  =  0,         y  =  o,  I,         ^'='/=zo, 
x  —  o,         x'—i,  P=i,         y=:P'r=y'=o. 


Le  dernier  est  le  seul  groupe  de  figure  (n  i)(i  r)  r>-  i,  qui  ait  tous  ses  diviseurs  abéliens. 


Les  g//»  métabéliens  ayant  tous  leurs  g/,»  ■  abéliens. 


17.  Quelques-uns  des  types  des  figures  (/•i)(i  1 1),  qui  nous  restent  à  étudier,  ayan 
tous  leurs  gy"-=  abéliens,  proposons-nous  de  déterminer  en  outre  tous  les  g^/»  métabéliens 
dont  tous  les  gy»  =  sont  abéliens,  sans  que  tous  leurs  g^-"-'  le  soient. 


Soit  G  un  gj,"  mélabé/ien  ayant  tous  ses  g/,'"-'  abéliens  sans  que  tous  ses  g.,'« 


le  soient,  A  le 
central  de  G,  A;,,   ...,  A:;^  un   système  de  générateurs  indépendants  (')  de  G  |  .\  et 

I  ï, -^ji!  =  1'^.  Comme  E  n'est  pas  abélicn,  il  faut  (G,  E)^/r?. 

Si  l'on  a  (G,  E)  =  />,  A  a  un  é'èmenl  d  hors  de  E,  d^  étant  dans  E,  donc  dans  le  central  I) 
de  E,  et  l'on  a  G  =  j  E,  (/',  E  ayant  tous  ses  diviseurs  abéliens.  Inversement  si  E  a  tous  ses 
diviseurs  abéliens  et  si  d,  d'ordre  p  rnodE  est  permutable  à  fous  les  éléments  de  E,  je  dis  que 


(  ')  Les  Az,  (('  =  I,  . . .,  [x)  sont  dits  indépcndaiiis  dans  G  ]  A  ou  modA  quand  aucun  des  3,  n'est  dans  un  com- 
plexe de  la  forme  A ^^j,' . . .  z]'~\ z]'_^^  . . .  z^-^ . 


LES    G^,-    MÉTABKLIKNS    AYANT    TOIS    LEURS    Gy'-=    AIÎÉLIENS.  3l 

flans  G  loul  gp'"  >  G' autreqiieEesl  abèlien.  En  eiïct,  soit  (13)  E  =  ;e,/;,  D  =  ;«/', /'',e'/~'  ef\; 
le  p.  g.  c.  d.  des  g,/—  de  G  est  ici  (13)  j  D,  </''  |  =  D;  si  G'  est  différent  de  E,  G'  contient  r/, 
donc  G'=  I  D,  d,f^(f\.  Or  ;  D,/'e'"|  <;E  est  abélien  et  tous  ses  éléments  sont  perniu- 
tahlos  à  (L 

(Jierolions  les  équations  de  G.  Ou  peut  sans  changer  G  remplacer  c/ par  un  élément 
quelconque  de  ErA  Supposons  d'abord  E  dejigure  (rsi)  (i  i),  ses  équations  sont  (16) 

aP'' =  bi'' =  cl' =  I ,         ei'=a,        f'—b,        f-^ef=ec. 

Soit  di' =  c^ b'^ (v" .  Si  l'on  prend  df~^e''^  pour  don  aura  d''=c<,  on  peut  donc  toujours 
supposer  d''  dans  le  commutant  \c\  de  E.  Alors  i«  y  est  es;o,  G  esl  produit  direct  de  E 
par  \d\;  si  y  est  ^  o,  en  prenant  r/^  '  pour  d  on  aura  dP=  c;  comme  A  =  ;  a,  h,  c  [  est  pro- 
duit direct  des  groupes  \a\,  \b\,  \  d[,  G  est  de  /igure  (rs2.)  (i  t)  et  a  pour  e'c/uations 

ai'''=  y  =  c/r'-  =:  I ,         e''  —  «,        //'  =  b,        /  '  e/  =  ed''. 

Supposons  ensuite  E  de  figure  (/■s)(ri)  ou  (/■)(ii);  on  pourra  toujours,  en  prenant 
df-e-^  pour  d,  déterminer  a;  et  j  de  manière  à  avoir  «'''=  j  ;  G  sera  donc  toujours  produit 
direct  de  E  par  J  d\. 

Soit  maintenant  E  =  G.  Désignons  par  P  le  p.  p.  c.  m.  des  yo-ièmos  puissances  de  G, 
par  CPj",,  . . .,  CPiCv  une  base  du  groupe  abélien  principal  G|  CP.  Ou  a  vu  qu'il  faut  v  >  i , 
sans  quoi  G  est  cyclique  (13).  6Ï  v  est  >3,  tout  g^,»'-'+2 1  CP,  ar-,,  x^\  est  abélien,  donc 
aussi  G.  Si  v  =  3,  tout  gy"-"';  CP,  a;,!  est  abélien,  donc  CP  divise  A.  Or  A  ne  peut 
être  >  CP,  car  tout  élément  de  G  étant  de  la  forme  ^  =cJT-J'.  c  étant  dans  C  et  par 

suite  dans  A,  g  ne  peut  être  dans  A  que  si  TT^J'  t'st  dans  A,  c'est-ii-dirc  si  l'on  a  y,^^o 

i 

(]uel  que  soit  «(les  z-i  sont  par  hypothèse  indépendants  modA).  Donc  A  =  CP;  G|A  est 
abélien  principal  d'ordre p^  ;  A  qui  ne  peut  être  cyclique  (3)  et  doit  être  central  des  g/"  ■ 
non  abéliens  de  G  ayant  tous  leurs  diviseurs  abéliens  sera  (  13)  de  figure  {rs)  ou  {rs  i), 
et  G  sera  dejigure  {rs)(^\  i  i)  ou  {rs  i)(i  1 1). 

Si  l'on   a  (^P  =  A,  un  g^/«-i  quelconque  de  G  sera  G'  =\X,  g,  g'\,   un   déterminant 

d(!       ,    •^,      .    étant  p^  o.  Si  G'  n'est  pas  abélien,  son  central  est  A.  G'I  A  étant  principal 

x'  y   z  ^ 

d'ordre /r,  la  condition  nécessaire  et  sultisanle  pour  que  G'  ait  tous  ses  diviseurs  abé- 
liens est  (13) 

Donc,  pour  que  G  ait  tous  ses  gi,«'---  abéliens,  il  faut  et  il  suffit  que  dans  tout  gj/n-^  non  abélien 
\  A,  g,  g'\  on  ait  \  gP,  g'P,  g~' g'~'gg'\  =  A.  Le  théorème  du  n°  14  fournit  l'expression  de 
cette  condition. 


3a 
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si  V  =  2,  le  raisoniiemcnt  (ait  tout  à  l'Iieure  montre  que  A  divise  Ç.V,  il  faut  (railleurs 
A  <[  CP  sans  quoi  tous  les  g,/"-'  de  G  seraient  abéliens.  G|A  peut  être  engendré  par  deux 
seulement  des  A;;,,  car  si  l'on  avait  toujours  G,-i  =  ]A,  z,-,  z>t!  <  G,  G,*  serait  ahélien  ou 
aurait  tous  ses  diviseurs  abéliens;  dans  les  deux  cas  sf  serait  permutable  à  i^,  donc  dans 
A;  et  (^P  diviserait  A.  On  a  donc  G  ^=  j  A,  z^,  z.,\,  le  commutant  est  cyclique  et  les  deux 
exposants  l)asi(jues  de  G|A  sont  égaux  (8)  ;  je  dis  i\u(},  leur  valeur  commune  (nécessaire- 
ment >i,  sans  quoi  CP  =  A)  est  i.  Kn  efl'ef,  tout  g,,-»  -  étant  d'indice  p-  dans  G, 
z''.'  appartient  à  tons  les  g;/»-=;  soit  alors  g  un  élément  quelconque  de  G;  si  g  est 
d'ordre  =p"'~-,  g  appartient  à  un  g^,-»  =  (abélien)  contenant  aussi  z-if;  si  g  est  d'ordre  yo'""', 
z'f  appartient  au  <^,r--  ]g''[  ;  dans  les  deux  cas  ^f  est  permutable  à  g.  A  devant  diviser  les 
centraux  de  g/,»—  ayant  tous  leurs  diviseurs  abéliens,  sera  de  figure  (r)  ou  {rs)  ou 
{rs\)  et  les  seules  figures  possibles  de  G  seront  (/■)(22)  ou  (/-*)(22),  avec  r^s^i.  Soit 
G  =  j  A,  e,  f\,  G  I  A  étant  de  figure  (2a),  CP  d'indice  p"^  dans  G  et  contenant  A,  et  soit 
f-'ef  =  cc.  Le  groupe  \k,ei',fP\  ^CP  est  dans  G  d'indice  Sy^^  donc  CP  =  ;A,  e'',/''!. 
Le  g/,»  •  G'  =  !  (T,  e[  =  ]k,  f,  e\  n'est  pas  abélien,  sans  quoi  //',  permutable  à  e,  serait 
dans  le  central  A  de  G;  donc  G'  doit  avoir  tous  ses  diviseurs  abéliens.  Le  central  A'  de  G' 
contient  ]  A,  e''  \;  et,  comme  ;  A,  e''\  est  d'indice  S  p-  dans  G',  on  a  A'=  j  A,  eP\.  A'  f'',A'e 
formant  une  base  de  G'|  A'  et  le  commutant  de  G'  étant  ]cP[,  pour  que  G'  ait  tous  ses  divi- 
seurs abéliens  il  faut(|ue  l'on  aitD'=:  \eP,f''\  c/'{  =  A'.  Or  si  l'on  pose  YJ  =  \e'''' ,  f>''' ,cP\, 
K' divise  A  et  l'on  a  (D',  E')  =  (A',  A)  — yo;  il  faut  donc  que  l'on  ait  (E',  i)  =  (A,  i)  donc 
E'=  A.  Ainsi  pour  que  G  ail  tous  ses  gi'»--.  abéliens  il  faut  que  l'on  ait  )  ef ,  f''\  cP\  —  A. 
Celte  condition  est  d'ailleurs  suffisante;  en  effet  E'  divise  tous  les  g),»'-:  car  e'',  /'',  c  appar- 
tenant à  tous  les  gy»-s  e''"',  f'',  c''  appartiendront  à  tous  leurs  g/»-=.  \jn  g^,».-'-  quelconque 
G"  s'obtiendra  donc  en  adjoignant  au  gy»  «  A  ou  bien  un  élément  d'ordre/;-  moilA  et  alors 
G"  est  évidemment  abélien,  ou  bien  deux  éléments  d'ordre /j  modA  et  alors,  ces  deux 
éléments  étant  nécessairement  dans  CP  donc  permutables.  G"  est  encore  abélien. 

Les  types  de  figure  (/-)(2a)  étant  connus,  nous  allons  déterminer  ceux  de  figure  {rs) 
(22),  (r;ç)(iii),  (/•*i)(iii),  en  nous  boi-nanl,  sauf  quand  l'ordre  du  groupe  est//,  aux 
types  dont  tous  les  g,,-»--  sont  abéliens. 


Figure  (rs)(lll)  avec  détermination  des  types  de  cette  figure 
dont  tous  les  g,,'"  •-  sont  abéliens. 

18.  En  tenant  compte  des  conditions  d'automorpbisme  et  de  fermeture,  les  équations 
de  G  auront  la  forme 


«'''  — ^/''  — I,         c''=:6'a«,         dP-bV-a^,         e"—b'ar,         d~'cd=cO''r    'aPi'"^', 
e-'ce  =  cù'^'P'~'aPy~',        e-'rfe  =  db^'P'"' a9'p'-'. 
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Le  commutant  ne  pouvant  être  cycluiae  (8),  on  peut  toujours  choisir  r/,  e  de  manière 

(|uc  (t"  soit  yéo  et  prendre  l/'(fi"P'  '  pour  h,  autrement  dit,  supposer  p"  =  o,  g"  =  i.  On 

peut  ensuite  toujours  prendre  e''c/~'''c  pour  c,  c'est-à-dire  supposer  a  =  a-'  =  o;  puis  a^' 

pour  rt  ou  pr/P~'  pour  e  suivant  que  l'on  a  p'^  ou  ^^^o,  c'est-à-dire  supposer  p'=i; 

puis  P~Pr/  pour  cl,  c'est-à-dire  supposer  p  —  o.  Les  trois  dernières  équations  de  G  peuvent 

donc  s'écrire 

d~^  cd  =  c,         e~'  ce    -  cai''^'  ',         e^'  f/e  =  chi'"'. 

Si  alors  on  pose 

g  —  e-dyc^,         g  —  e- di' c""' ,         g>':=ié'"d''"c^"b'^-i''a^^"r'~\         gi'=:  b'h'(r^r, 

on  a 

g' g  =  e''+~ dy'^y c-^-+-^ by'-i''^' a-^'-i'''" ,        g''g'-'gg'=:  ^,(r='-=.v';/'-'a(-'-'-=-''i/'''~', 

B,,=  la;  +  (xy  -H  vs  +  £/;/^'-',  A,,=  x.i-  -h  ^y  -H  y^  +  zjrzp'' 


,-n/-l 


Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  de  G 
est  de  la  forme 

rt,=  Z*^rt?,       b^'-zb^' cfip'^',       c^^ze^dyc''b''a'',       di=z  e- dy  c''' b''' a''',       e ^~  e-" dy" c"" b'-" a''" , 
avec  les  conditions 

(C)     l^xz",         rip'--^^yz",         ^'  =  .r'z",         n'^y'z",         5  =  ='=o,         z"{.ry' -  y^')  ^  o, 

et  fournit  sur  les  exposants  des  équations  de  G  une  transformation  définie  par 

(i)  I  z"{^tœ -h  iJ-tx' /)'■-'')  =sxje' -h  ^y' -h ph'  \         mod  p'; 

-  f  5"(y,  X  4-  V,  x'p'-"^)  =  ax"+  ^y"-hyz"+  sx"z"p'--'  -\-ph"  \ 

I  x^-n-^l^y' z"  —  la-  +ij.nz"-^p'--'^ pk  \ 

(2)  l&,-n+ij.,fz"^.lx'+lj.f  +  pl:'  modp% 

(  y,  -1  +•  V,  y'z"-^.  lx"-\-^y"  4-  vc"  +  ej-";"/^'-' +  />/'■"  ) 

avec  :-"{xy'  —  x''/]p''~')  3à  o. 

PUKMIEU    CAS.    /->*>■  I. 

Les  systèmes  (i)  et  (2)  entraînent 

i      z"a,^.x,  i   a^-n^-l^  y'z"=lx, 

(.')  .   xz"^,=  ax'+^y',  (2')  <   p,ri+ F, /-"=::  Xx'  +  pij', 


(  j;-"y,  =  «j;"  + (3  v"+ yc";  (  y,  t,  -*- v,  7'3"=  >,^"-t- p,j  " 

I'.  5 


-1-  v; 


LKS    GROUI'ES    I)  ORDRE 


!t  si  (i').  (2')  sont 


m 


il  toiijc 


(lé  toi 


h,  l\,  h 


(le  manière  a 
vérifier  (i)  et  (2). 

Or  les  formules  (i')   montrent  que  l'on   peut  toujours  faire  sur  a,   [i,  y  l'une  des 
(juatre  liypotlièses  irréductibles  l'une  à  l'autre 


?=o. 


y  =  o. 


o,        (3  —  1, 


7=0; 


a  ~  I ,  p  =  y 


n 


avec  a,  =  a,  ^,  =  ^,  y,  =  y. 

Si  l'on  a  oc  =  ^  =  Y  =  o,  les  formules  (2')  montrent  (}ue  G  a  les  (juatre  types 

),  r=  o,  |J.  =  O,  V  =  O,  I  ;  ),  :=  o,  fjl  r=  I ,  v  =  O  ;  /.  m:  I  ,  fx  r-  v  "r  o. 

Si  l'on  a  a  =  ^  =  o,  y  =  1,  donc  ojefei,  les  formules  (2')  qui  deviennent 

>., 7' ;"=/.,         ^tyz"=lx'  +  ij.y',         n  +  v,/';":^  >,x"t- p.v"4- v;" 
montrent  que  G  a  les  trois  types 

),  =  o,  ]:/  =r  o,    I ,  V  ^:  o  ;  ),  =r  I ,  jljL  rr:  V  =r  o. 

Si  l'on  a  a  =  O,  ^  =  1,^  =  0,  doncyEEEEa;=",  j"=^o,  les  formules  (2')  qui  deviennent 

montrent  que  G  a 

poury>>a,  les  qualre  lypes  :         >.  =  fjt  =  o, 
])our/>=:2,  les  trois  types  :  À  —  |m  =  o, 

Si  l'on  a  a  =  i,  [5l  =  y  =  o,  donc  s"sehi,  a''ifsa;"=7- o,  les  foi'mules  (2')  qui  s'écrivent 
montrent  que  G  a  les  />  -+-  1  types 

'J.  =  lj.  —  o,  V  =  o,  I  ;  ),  =  o,  ,a  --  1 ,  2,   .  .  . ,  /j  — 


V,  J-;  -       A.r   -H  v; 


v  =  o,  i; 

).:=1 

,N, 

lj.~ 

r  V  =:  0 

V  -  0,   I  ; 

À  =  1 

> 

F-- 

=  V  =-0 

Deuxième  cas.  r  >  a-  =  i , 
Les  systèmes  (1')  ot  (2')  sont  maintenant 


(1')  l  .2-:;"(3,=  a.r'  +  (3v', 


(2') 


■'y,  =  «,c"+(3/'+-/="; 


Yl'/i  +  /' 5" V,  =  ).  as"  -h  [J.y"  -t-  V z"  - 
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Les  formules  (i')  étant  les  mêmes  que  dans  le  premier  cas,  il  y  a  à  faire  sur  a,  |3,  y  les 
quatre  mêmes  hypothèses. 

Si  l'on  a  a  =  ^  =  Y  =  o,  les  formules  (a)  montrent  que  G  a  quatre  types  qui  sont 

si  /-»  >  2  :         }.:^[i  =  o,         v=::o,  i;  )i  =  o,  |^"i,  V  — o;  ?.  ~r,  |Ul  =  v  =  o, 

V>\  p  --2  :  X  =  f/.  ;=  V  =  o  ;  X  =3  o,  p^  =^  < ,  v  ^  o,  i  ;  X  =r  i ,  pi  =::  v  =r  o. 

Si  l'on  a  a  —  [3  =  o,  Y  =  I ,  donc  a;  ^es  i,  les  formules  (2')  qui  s'écrivent 

yz"li=l,         y  z"  it^^lx' +  i>.y' ,         YH-/5"v,:sXx"+(ij"-t-v;"-i-£/'5" 

permettent  de  faire  toujours  v,  =  o,  et  donnent  pour  G  les  trois  types 
},  =:  o,         pt.=ro,  I,         V  =  o;  /  =  f,         p^v  =  o. 

Si  l'on  a  a  =  o,  [3=1,7  —  0,  donc  xz"^;F^y',  y"^^.o,  les  formules  (2')  deviennent 

et  donnent  pour  G 

si /?  est  >  2,  les  quatre  types  :     ■    )i  =  pi.  =  o,        v  =  o,  i;  X=i,N,       ^=::v  =  o; 

si/>  =  2,         les  trois  types  :  >,  =  pL  =  o,         v=:o,  i;  X  =  i,  f/^v  =  o. 

Si  l'on  a  a  =  I,  fl  =  Y  =  o,  donc  :;''e^i,  a;'EïHa;"sso,  les  formules  (2')  deviennent 

Ti^y\ï=lx,         fi,=  n,         y,7'=(fi  +  £)  v"h-v 

et  donnent  pour  G  />  -i-  i  types  qui  sont 

poiir/;>2:        X  =  fx  =  o,        v  — o,  1;  X:r=o,        pi  =r  1,  2,  . . ., /^  —  1,        vr=o; 

pou  r  />  =  2  :        >.  =  pi  =  V  T=  o  ;  X  =  o,        /Ji  =  i ,        v  =;  o,  i . 

Troisième  cas.  /•  =  5  >•  i  . 

Les  systèmes  (i)  et  (2')  qui  s'obtiennent  en  prenant  mod/?  les  systèmes  (i)  et  (2) 
sont  ici 

(  z\a^x+l^x')~xx  -1-(3j,  /  z"{y.iy  +  \y)  =  lx  +  ixy, 

(■')        h:"((3,x+pi,a.-')  =  ota;'  +  (3y,  (2')  ^"((3,  j +,^,7')  =  >,  .z' +  fx/, 


3()  •  LES    GROUPES    d'oUDHE  //'. 

Or  si,  dans  l'étude  (')  des  g/,''(/'>  2)  de  figure  (11)  (1 1 1),  on  échange  d  et  e,  et  si  l'on 
prend  />"'  pour  /j,  on  est  précisément  amené  à  discuter  les  formules  (i')  et  (2').  Cette 
discussion  l'ournil  donc  en  même  temps  tous  les  types  de  gy»  (p  >  't)  de  figure  (rr)(i  i  1) 
où  r  est  >►  i. 

Si  p  =  -2,  il  vient,  en  résolvant  les  deux  premières  de  chaque  système, 

a,  =  /(a.r  -+-[3/  )-ha:'(lx  +  fx/  ),         ).,  =  À^  -t-jS/  +  (a  -t- ij.)xy, 
ix,=y  {c(x'-h^y')  +  x  (>..r'--f- fxy'),         [3,  =  ),x'-r- (3/+ (ot -t- |/)a;'/. 

On  en  tire  a,  -H  p.|=sa  +  ix,  et  l'on  peut  faire  ^,X,  =  o  toujours  et  seulement  si  l'on  a 

Supposons  [3  =  X  :=  a  4-  ij.  =  j .  En  prenant  x  =  o,  x  =y' -=  i,  j  =  a,  on  peut  faire 
a,  =  o,  donc  a,  =  I .  Soit  a,  =  a  =  o,  ^,  =  [3  =  A,  =  A  =  a,  =  a  =  i ,  donc 


on  peut  toujours  déterminer  a?", y  de  manière  à  faire  y,  =  v,  =  o,  d'où  un  seul  type 

ot  =  o,  [3  =  >,  =:  /ji  =  I ,  y  =  V  =;  O. 


Supposons  a -H  [ji.  =  I ,  |3a  —  o.  En  prenant  x'  et  j'  solutions  non  toutes  esso  de 
Àx-'-f- ^y+ aj'j'sso,  on  peut  faire  ^,  =  0.  Soit  ^,  =  [3  =  0,  donc  o^^x  Çk+  y'^).  En 
prenant  a'^o,  ar  =  y'=i,  j  =  X,  on  peut  faire  X,  =  o.  Soit  X,  =  X  =  o,  donc 
a'v^o;' y'^=o;  on  peut  faire  a  =  o,  donc  [x,  =  i  en  prenant  a^v' =  [/.,  vj;-'=a.  Soit 
a,  =  a  =  o,  ij.|  =  pi  =  I ,  donc  jïEEaj'^o,  x^^y'^E^ \ ;  il  reste 


d'où  les  deux  types 


:5=>.: 


71  =  y,       v.^j 


/i  =  i, 


V  =r  O. 


Supposons  a  -+-  [i.  —  o.  On  a  p,  =  X,  =  o  toujours  et  seulement  si  l'on  a  ^  =  X  =  o.  S'il 
en  est  ainsi,  il  reste  a,^a.  En  prenant  a,  =  a  =  o  on  a 


l'où  les  deux  types 


0.-^  —  ^  —  1  —  0,         7  =  0, 


V  rz:  o,  I. 


(')  De  SÉGi'iER,  Eléments  de  la  tliéorie  des  groupes  abstraits,  Chap.  IV. 
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En  prenant  a,  =  a  =  i ,  on  a 


et  l'on  peut  toujours  faire  Yi  ~  '•'i  =  o.  J'où  un  seul  type 

3C  =  p.  =:  1 ,  (3  =  À  --  O,  y  =1  V  ^  o. 

Si  l'on  n'a  pas  ^  =  X  =  o,  on  peut,  en  prenant  a;' =  p,  j' =  A,  X.r  +  jij' =  i ,  taire 
ji,  =  o,  X,  =  I .  Soit  ^,  =  ^  =  o,  X,  =  X  =  I,  donc  ^c'eseo,  x^Ey^E^a  i  et  a,  =  a.  En  pre- 
nant a  =  u.  =  o,  on  a 

■/•  — V'        7i7  +  '-'iS.^"+y, 
d'où  les  deux  types 

a  =  p.  =r  o,         [3  =:  o,         X=:r,         yr=o,i,         v  =  o. 

En  prenant  a  =  [x  =  i ,  on  a 

yiHHa-'+y,  y,j-+-v,Es.r''H-/''-t-y, 

et  l'on  peut  toujours  faire  y,  =  v,  =  o,  d'où  un  seul  type 

Ot  =  fJt  =  I,  (3  =  0,  X=:i,  y  — V=:=0. 

19.  Cherchons  à  déterminer  parmi  les  types  trouvés  ceux  dont  tous  les  gy  =  sont 
abéliens,  c'est-k-dire  ceux  pour  lesquels,  dans  tout  g^/'  =  non  abélien  jA,  ^,  ^'î,  on  a 

0'=  '  o-/'     fr'P     o-'      o-'-'  tro-'l  =:  X 

Les  équations 

(.„_^),^^a^         rf;'~/^;j-rt?,         e''—b''a^,         d-^cd  —  c,         e-'ce  =  cai''^\         e-'de—dbi'"' 

sont  communes  à  tous  les  types  de  figures  (rs)(i  1 1).  On  en  tire 

l)'=\b^ra''i-,  b^'m^'i-,  lj'y='--^y)i>'-'a'^''-~''''i''^'\. 

Pour  que  l'on  ait  D'=  A,  il  faut  et  il  suffit  qu'un  déterminant  de 

A^     a;,     {xz'—  zx') [)'■''  I 

B„    b;    (7='-. 7' )/.--'  I 
soit  ^  o. 

Soit  /  >  I.  Si  l'on  n'a  pas  aEs^sso,  y^o,  on  peut  prendre  x, y,  :-,  x',y,  ='  vérifiant 

Ap=  Ap  =  o 


■^8  . 
l'I  non 


I.F.S    CROIPKS    I)  OliDRE  jr 


xz —  zx  =^yz' —  zy 


On  obtient  ainsi  un  g/,-»- }  A ,  g-,  5-' {  non  abélien.dans  lequel  D'  est  <  A  et  qui,  par  suite, 
a  un  g/,-"  I  non  abélien.  Soit  Jonc  asE^^o,  ^[y^o. 
Si  s  est  >  I,  on  peut  trouver  x,y.,  z,  a/, y',  -'  vérifiant 


A,,    A',, 


^y[}.{zx'-  xz')  +  ix{zy' - yz-)] 


et  non 


xz' —  zx's^yz' —  zy'  ^^  o. 


On  obtient  ainsi  encore  un  g,,™-  qui,  comme  précédemment,  a  un  g^,™-;  non  abélien. 
Ainsi,  aucun  gp«^  de  figure  (r*)(i  1 1  ),  r>5  >  i ,  lia  tous  ses  g^m-,  abéliens. 
Si  s  =  i  et  Xsso,  on  a 


A;,  A^, 

B„   b;, 


y-ij 


.-'__  -,' 


Si  donc  on  prend 


yz'—  zy'=o. 


,)■')  + £3=' (.>'+/). 


donc        £;;'(  j -+- v')  =  o, 


on  a  D'<  A,  par  conséquent,  le  g^/'--  obtenu  a  un  gy  '  non  abélien.  Si  X  est  ^o,  un 
déterminant  de  la  matrice  de  D'  est  toujours  =^  o,  à  moins  que  G'  ne  soit  abélien,  car,  si 
les  trois  déterminants  sontsso,  on  a 


o  =  z{yz'-zy')  =  ='(/-'-  -/)  =  H^oz'-zx')  -h  i^^yz'-zy')  ^,zz'{y+y'). 

Si  donc  on  prend  z^^z'^o.  G'  est  abélien;  si  l'on  prend  yz'  —  zy'^B:0,  donc 
izz' {y  -\- y')--^o,  xz'  —  zx'^^-o.  G'  est  encore  abélien.  Ainsi,  le  type  de  Jigure(rs)(i  1 1) 
(r>  1)  correspondant  à 


P  =  o, 


--=  ).  : 


est  le  seul  qui  ail  tous  ses  g,/"-'  abéliens. 

Supposons  r  =  5  =  1,  donc  G  d'ordre />'  et  de  figure  (r  i)(i  1 1).  Les  types  de  G  sont 
connus  (');  si  les  trois  dernières  équations  de  G  sont  mises  sous  la  forme 

d-^cd^=c,         e-'ce  :^  ca,         e~^de  ^=z  db, 


(I  )  I^E  Skgiier,  Éléments  de  la  théorie  des  groupes  ab.straitx,  Cliap.  IV. 


niu;iiE  (/■^)(i  1 1). 
les  équations  caractérisant  les  divers  types  de  G  sont 
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p>-î. 

p—1. 

I. 

C''=l, 

dP=.X, 

e"=  .. 

r. 

c'-   I, 

rf^=i, 

c'=  I 

II. 

ci'—\. 

doz^x. 

,'P=b-'. 

ir. 

e-^b. 

d'-^i. 

e-=  1 

m. 

C''  =  I  , 

dP—a, 

ei'=  t. 

iir. 

c'~a. 

d'-^i, 

e-=  1 

IV. 

C''  =  I , 

dP=a, 

eP~b-'. 

IV'. 

c'=a. 

d^-^i, 

e'=  a 

V. 

c/'  =  1 , 

dP-b-', 

eP=  I. 

v. 

c-^h. 

d-=ia. 

e-zz:  I 

VI. 

c/'--i, 

di'~b-\ 

eP  =  a. 

vr. 

c"---^  b. 

d'=za. 

6"=  a 

VIL 

c''=«, 

dP~b, 

eP  —  I . 

VII'. 

c'-=b. 

d'  =  ba. 

6"-=:  I 

VIII. 

c''—a. 

di'=  ba, 

eP—i. 

Vlll'. 

c^~a. 

d^=b. 

e'r=  I 

i\. 

cl'  -~  b. 

dP=a^, 

eP~  I. 

IX'. 

c'--~a. 

d'^b. 

(■-■zzza 

X. 

ci'=a'"'. 

dPzz:-b, 

eP^zi. 

XI. 

cl'  =  b, 

i,,:,.  ... 

dP=ba' 

"'         ./'=.  .. 

On  voit  immédiatement  que  les  types  I,  II,  V,  VI,  VII,  VIII,  X,  I',  IV',  VIlI',  IX'  ont 
le  gy  non  abélicn  \a,  c,  e\,  que  les  types  II,  H',  III'  ont  le  gy  non  ahélien  J  h,  d,  e  [,  que 
le  type  V'  a  le  g»  non  abélien  {  ha,  ec,  er/{.  Nous  allons  voir  que  /es  types  restants  :  IV,  IX, 
XI,  vr,  VIT  ont  tous  leurs  g^,'-  •■  abétiens,  c'est-à-dire  que,  pour  chacun  de  ces  types,  un 
déterminant  de 

•^  1}  ■^  P  J-^-^     tJiA^ 

h„     b;,    yz'-zy' 


est  ^  o. 

Pour  le  type  IVMa  matrice  est 
on  a 


y         y      xz  — zx 


;si  ses  trois  déterminants  sontsso. 


ce  qui  est  impossible  si  G'  n'est  pas  abélien. 

Nj    Nj'    .tz'—zx' 

.V  x' 

on  a 


Pour  le  type  IX  la  matrice  est 


;  si  ses  trois  déterminants  sonts^^o. 


xy'—  yx'  =  N;(  ^v::'—  zy')  —  x(xz'—  zx')  =  N  v'(  j  z' —  zy)  —  x'{xz'—  zx')  =  o. 

Si  l'on  n'a  pas  x.^p.yi;^o  il  faut  x'^^^x, y' ^  0/,  z'^  6g  d'où  x' —  ^y^^EEo.o,  incompa- 
tible avec  riiypolhèse.  Si  l'on  a  x^y^o,  donc  -  ^  o,  x'  ouy  ^o,  il  faut  x"^  —  Ny^sso, 
incompatible  avec  l'hypothèse. 
Le  calcul  est  le  même  pour  les  types  XI,  la  forme  quadratique  a?-  —  Ny  étant  remplacée 

par  X-  -^  xy  —  \  (r""^'  —  i  )j-. 


4o  I.ES    GROUPES    d'oRDRF,   p'' 


Pour  le  type  VI'  la  matrice  est 
minants  sont  nuls,  on  a 


y  -\-  z  +  xz    y' 
œ-^-yz 


..'      \       «/'  "1 


y- 


;  si  ses  trois  déter- 


{xy'  +  yx'){i  -^  zz')  +  {z  +  z')(xx' +  yy')  +  {y  +  y')  zz'  -{- xz' -^  zx' =  o, 
z  [{X  +  y)(x'^y)  --  r'J  +  {x  +  y)  z'  +  y'zz'^  o, 
s'[{x  +  y)  (x'  +  y')  +  j  ]  +  (^'+  /)  ^  +  j  zz'^o. 

En  faisant  successivement  les  deux  hypothèses  zz'^ei^i  et  zz'^eeo  donc  z  -+-  s'£=s  i  ,  on 

trouve  que  ces  trois  équations  ne  peuvent  être  vérifiées  que  si  les  trois  déterminants 

r    y    = 

sont  =HEO. 

1-'    y'     z' 

Un  calcul  analogue  donne  le  même  résultat  pour  le  type  YH    pour  lequel  la  matrice 

y-^xz  y'-^x 


de 


est 


xz'—zx' 


.t-'+Z+j';'     yz'—zy' 


Figure  (rsl)(lll). 

20.  Un  g//"G  de  figure  (rsi)(iii),  r^s,  a,  en  tenant  compte  des  conditions  d'automor- 
phisme,  des  équations  de  la  forme 

ai''  =  lj'''  =  cP=i,         di'=v'<b^a'^,         eP  =  et  b'?' a""' ,        p' =  ci' b^"  a"^" ,         c'^(k'z=dc'bV-i''-'d'p'-\ 
/-'  clf—  ec^l/V-'/'-'d'-'i'"",        f-'cf  =  ec''"  b^''''^'  a'"'''"'. 

Si  l'on  pose 

g=:feyd^,         g'  =  f'eyd^\         ^/'z=:cfv6'V«V, 

on  trouve 

g'  g  —/'■*'-  ey'+y  d^'+^  (  c''  W-i'"'  «>-/'''^'  Y'y  (  d*'  b^"''''"'  «>■'/''"'  )-^' -  (  c''"  bv-"''"'  a''-"'''"  '  )■>•% 
g-^  g'~\g  g'  =  {c''  bt^p'~'  a^p"''yy-y-'\c^'  bV'''''''  a*-'p"'')'^~'--^\c''"  aV-'p'''  d-''''''~')y-''~-y', 

gii—yuZgiiy^HX  (  cV  5li/''-'  ^Xy»'-'  )Exr  (  c^'it*'/''-'  «'>''^')S-r-  (  c"'"  bV-'P'^'  d-'P""'  fy-  ; 

kp—cux^oc'y-^  <x" z  +  t{\xy  ~\- 1'  xz  +  l"  xy)  p''-\ 
B/,—  ^x  +''^' y  +  j3"^  +  E([J.xy  +  p.' xz  H-  p-" xy)  p'-', 
C,,=:yx-^-y'y-+-  y"  z  -i-  i.{'jxy  -h  v'  xz  -+-  v"  xy  ). 

Un  élément  normal /"e^^^  étant  défini  par 


).'d"-+-  1" y  =  ;x'x  +  iJ." y  =  -/x  -h  ^j" y  =  o, 

1-x  —  V  z   :^  IX  X IJ."  z  ^^'J  X  —  v"  z  ^EaO, 

}.  y  ■+}.'  z  ^;^  ixy  -h  ix'  z  =  v  /  +  v'  z  ==o, 


IIUIIIK    (V*l)(  I  I  I). 

la  condition  de  figure  est  que  ces  équations  aient  pour  unique  solution 


./■  ?^  r  E=  ■:  =  o. 


Le  changement  £  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  é(|uations 
de  G  est  de  la  forme 


«,  =  c^  //1  aS,         è,  r--  c^ b'^^'aS'i''   ', 


.  pC"^r,-/'--V'>'' 


dt=z/-cyd-^c'/j''a'',         et—/''ey'd''c''b'''a''',         ft—/-"ey"d'="c'"0^"a"", 

avec  les  conditions 


i 

^'P'- 

—s 

;"/'-' 

r, 

■n' 

r,V<-' 

X 

t' 

.;■       r 


y 


o, 


trouvées  en  examinant  successivement  les  différentes  hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur/ 
et  s.  Du  changement  G  résulte  d'abord  pour  les  exposants  X.  [t.,  v,  A',  u.',  v',  A",  a",  v" 
une  transformation  définie  par 


(■) 


("■} 


(3) 


■1     T 
/      - 


^  -  : 


-h  V,  i"  =  >.  (  j;  )•'  —  y  y  )  +  "/.'  ( .1-  z'  —  z  .r'  )  -t-  /."  (  y  z'  —  z  y'  ), 
+  v',  r  ^  À  (.r  y"-ya-")  +  V  (j.-  z"  -  z  ,"  ) -^Y  {y  z"  -  z  y"), 
+  v;  c"  =  >,(.r' j'"  —  y'x")  +  /.'  (a-'s"—  s'.c" )  -+-  l'\y'z"—  z' y" y, 

+  v,r/'  =  |:i(x  r'—  >-x')  +  ,a'(.r  ;'_;./')+ ,u"  (j  ='-;  .v' ), 
+  V,  r/'  ^  pL(^-  /"-  j  ^•" )  -h  p'  (  .,■  ;"-  =  ,r" ,  +  ,a"(  /  ^"-  ;  y"  ), 
+  v",  r/'=  pi(.î7'/'—  r'.r")  -h  ,a'  (./•';"—  ;'.r")  -t-  ,a"(  r'-' —  -'/"  ); 

).,  ;  /y-  +  ;a,  Vp'-'  +  V,  r'  =  V  (.r  /  _  j  ^.'  )  +  v'  (xz'  —  z  x'  )  +  v"  (je'-;  ,v'  ), 

=  ..")  +  v"{r  ;"-^/'), 

c'.r")+v"(j'y-y/'). 


(  >-"r'^^ 


-t-F|-'' 


/.;  ï  p'-  '  +  /jl',  Ç'/y-'  -h  v',  Ç"  =  V  (x  y"—y.r")  -h  •/  (.r 


r/v- 


lA^p'' 


v{.f'y"—y'.r")  +  'j'{.f'z" 


Proukr  cas.   —  /-^i^i. 

Si   l'on  a  v  :^v'=si  v"ss  o,  on  a  nécessairement  v,ssv', ss  v", -:^o;  et  si  l'on    n'a  pas 
v^Esv's^  v"^Eo,  en  prenant 


/=  — • 


v, 


r=  v(.r',v"— y .X'") -+- v'(.r'3"— ;'.r")  +  v"(/;"— ;'.)•")  j5^  o, 


on  obtient  v,E^v',  ^5  O,  v",  seei. 

En  supposant  v  =  v's^v"sso,  on  ne  peut  avoir  [ji.;sEpi.'Ess[x"H^o,  sans  quoi  le  commu- 
tant serait  cyclique;  en  prenant  alors 

.r=p."         y=-lJ',  z=iJ.,         r/r^iM.r'y''-yx")-^iJ.\.i'z"-z'.r")+iJ.'{y'z"-z'y")^.o, 

1'.  (i 


LES    GIIOLPKS 


on  ohliont  u- 


J 


^.  o,  r, 


y 


'  y 


I.    Soit    donc    jji, -- a  =  a',  =  a' =  o,    [x^=[J.\—\,    donc 
'tics  formules  (i)  deviennent 


>,iç  -^.i-O.y'  +  'l.'  z'), 


■Q.y"-y-'t.'z"),     >,",  ç  +  ç's^>.(.ry'— v'x")-4-/.'(.r;"  — ,^^-")  -H>,"(.r'^"  — :;'.»•"): 


la  condition  de  figure  étant  alors  A  OU  X'^o,  on  voit  que  l'on  peut  toujours  faire  A,  =  0, 


A,  =  '.  A.  =  <>- 


Kn  supposant  v,  =  v  =  v,  =  v'=^  o,  v",  =  v"=  i,  donc  jeïs  =  ^.o,  ^"^sj';"— ::'y",  on 
voit  par  un  calcul  analogue  au  précédent  que  l'on  peut  faire  sur  u.,  a',  a"  les  deux  hypo- 
thèses irréductibles  Tune  à  l'autre 


o, 


P-i  =  F=-o. 


Si  l'on  a  [j:,  =  (j.  =  a',  =  (j.'=  \j1\  =  u,"  =^  o,  donc  r]"^  o,  comme  la  condition  de  figure 
est  X  ou  X'^  o,  on  voit  que  l'on  peut  faire  A,  =  o,  \\  =  i,  a',  =  o.  Si  l'on  a  a,  =  a  =  o. 
a' =  u.'=  I,  Y-\  —  H-"  =  0'  donc='Hso,  rj'^scc::",  yj"EE:Ea;'^",  on  voit  (fue  l'on  peut  réduire 
A',  À"  à  l'un  des  deux  systèmes,  irréductibles  l'un  à  l'autre  X,  =  0,1,  A',  ^  A",  =  o. 

En  résumé,  on  peut  toujours  ramener  les  trois  dernières  équations  de  G  à  l'une  de 
quatre  formes,  irréductibles  l'une  à  l'autre, 


e   '  de  =:  d, 
('-'de  =z  d, 


/-hlf=da"'-',  f-'e/=eb"-', 

f-Ul/^da"'-',  f-U'/=ec, 

c-h/c  =  d,  f-'d/=zdb>'-',  f-'ef=ec, 

e-'de  =  dai''-\        f-'dJ—dbp-\  f-'cj—ec. 

On  peut  remarquer  yu'az/cwn  ^y» G  de  figure  {rs\){\\\'),   r'^s'^i   n'a  tous  ses  ^j,- 
abéliens ;  car  il  est  toujours  possible  de  trouver  un  gy«-.  non  abélien  •  A,  g,  g' \  =  G'  où 
l'on  a  D'  =  \gP,  g",  g~' g'~' gg'[  <  A.  En  effet,  les  valeurs  respectives  de  g~' g'"' gg'  dan 
les  quatre  cas  ci-dessus  sont  : 

/,(yz'-zy')/,'-' „(x:-:x')j,'-' ^      ^yz'-zy  ^(xz'^zx-fp'-' ^       ^y-J-zy  [jlxz'-zx'),,'-' ^      (.yz'-zy'  ^{xz'-  :x')/)— '  (j(xy'-rr')/,'-'| 

En  formant  le  déterminant  des  exposants  des  générateurs  de  D',  on  voit  que,  dans  \i 
premier  cas,  il  est  toujours  esso  et  que,  dans  les  trois  autres  cas,  on  peut  le  rendre 
sans  faire  G'  abélien  en  prenant  7^37'?=  o,  xz'  —  zx'  ^  o.  Or  on  a  vu  (14)  que,  si  c^ 
déterminant  est  sh  o,  on  a  D'<;A. 


Deuxième  cas.    —  r  =  *  >  i . 

Comme  dans  le  cas  de  /•>*,  les  formules  (2)  montrent  que  l'on  peut  toujours  faire 
sur  V,  v',  v"  les  deux  hypothèses  irréductibles  l'une  à  l'autre 


V,=ryzz:v,  =  V  ~o, 


0,1. 


rir.cr.i:  (rs  i  )(i  1 1). 
En  supposant  v  =  v'  =  v"  =  o,  les  trois  dernières  équations  de  G  sont 


('-^de  =  d(hV-a>y"\         f~' df  :=.  d{bV-' a'')i 


/-^(■/^^r{l>r a'-  )'■'■-. 


Les  déterminants  de 


(  ).    ).' 


n  étant  pas  tous  ïso,  sans  quoi  le  commutant  serait 

cyclique,  il  y  a  toujours  un  des  trois  générateurs  tel  (|ue  le  p.  p.  c.  m.  de  ses  commuta- 
teurs avec  les  éléments  de  G  soit  d'ordre/)-.  Oésignons-le  par/ en  sorte  que  l'on  a 
Vix"—  tjL'X"3^o  et  que  l'on  peut  prendre  b^'a^'  pour  <7,  h^"a^'"  pour  h.  Si  alors  on  prend 
/~'e  pour e,y^r/ pour  (/,  on  voit  que  les  trois  dernières  équations  de  G  sont  ramenées  à  la 
forme 

e--'de  =  d,        f-Wl/^:dai''',        f-'e/=  ehi>'". 

En  supposant  v,  =  v  =  v',  =  v'  =  o,  v",  =  v"=  i,  doncj'ss:  ^so,  ^"^^^y'z"  —  z' y",  les 
formules  (i)  et  (2)  montrent  que  l'on  peut  toujours  faire  V,  =  a", -=  o,  et  si  l'on  a 
X'i  =  A"=  a'i  =  u."  =  o  il  reste 

7,  ç  -+-  f/,r  ^  .r(/.,y'+  ).'  z'),         l\  ;  +  ix\  £■  =  .rO.y"  +  l'  z"), 


À,ri  -H  f^ir/=  -f(lJ-y' - 


p';'). 


l!r,~hiJ.\r/~j:-{ij.y"  +  lx"z"), 


formules  permettant  de  réduire  toujoui's  X,  [i.,  V,  v'  non  tous  ^^o  (condition  de  figure) 
à  l'un  des  deux  svslèmes,  irréductibles  l'un  ii  l'autre, 


?,,  =  ;a,=:/y, 


o, 


>.', 


>  ; 


/.,  =:  u,  =  0. 


Kn  résumé,  les  trois  dernières  é(juations  de  G  peuvent  toujours  se  réduire  à  l'une  des 
trois  formes,  irréductibles  l'une  à  l'autre, 

e-' de  =  d,  /-'df=^  dai''-',        /-•  ef  =  eb'''"', 

e~^de  =  d,  /-'df~  daP'~',        f-'efr=ec, 

e-^de=^da'''~',        f-^ef   -  chi'"-',         f-^ef=ec. 

On  peut  remarquer  ^\^x  aucun  g^jn  défigure  (rri)(iii),  r^i,  lï  a  tous  ses  g/,'"-  abéliens, 
pour  les  mêmes  raisons  que  précédemment. 


Thoisième  cas. 


r  >  ,ç  =  I . 


On  voit  sur  les  formules  (2)  et  (3)  ((u'il  y  a  à  distinguer  deux  cas,  suivant  que  les 


déterminants  de 


F    F 


sont  tous  Li  =  o  ou  non.  (La  condition  de  figure  exige  qu'un 


élément  au  moins  de  cette  matrice  soit  ^  o.) 


.f4  i.KS  (;i\oi:i'Es  d'oiuiuf:  //'. 

Supposons  les  trois  délcrminants  sso,  choisissons  e,  /non  permutables  modlrtl   et 
prenons  c'"!)^"  pour  c,  les  trois  dernières  équations  de  G  s'écriront 

e-^de  =  c''d'i''~',        f-^df~  c'''a'''''',        /~'e/=  c«'''''"'  ; 

en  prcnant/'V'~'''r/  pour  cl,  ca'"'''  '  pour  c  on  les  ramène  ii  la  forme 

e-' rfe  =  da>i>'-',        /-'  df  ■=  da'-'i'"' ,        f-'^ef=^  ec.  ' 

l.c  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  cette   forme   réduite  doit 
vérifier 


y 


■f,"=  o,  V'  =  yz"—  z'y",  X'=  '>■{-'■' f  — y. r")  4-  V {x' z"  —  z' r" ), 


et  fournit  la  transformation 

l,i  =  xÇl.y'+Vz'\         l\'c~x{lf+-iJz"). 


La  condition  de  figure  étant  X  ou  A'^o,  on  voit  qu'on  peut  toujours  faire  X,  =  o, 
X',  =  I,  d'où  une  première  forme  réduite  des  trois  dernières  équations  de  G 


e-'de  =  d,         f-'dj^daf'\         f-'efr^ec. 


Supposons  qu'un  déterminant  de 


soit  ^  o  et  choisissons  d,  e,  /de  manière' 


V      ■/      v" 

que  ce  soit  ij.'v"—  Vit.";  nous  pouvons  alors  prendre  c''' b^' a'' ''"'  pour  b,  c''" h^" a'" '''  '  pour  c, 
puis  /V/  pour  cl,  f-v-e  pour  e,  ce  qui  donne 


- '  de  =  da?'i'"',        /-'  df  =  db,        /-'  ef= 


ec. 


Si  le  commutant  est  un  gy  on  a  X  =  o;  si  c'est  un  gy  on  a  X^o  et,  en  prenant  a' 
pour  a,  on  peut  supposer  A  =  i ,  D'où  deux  nouvelles  formes  réduites  des  trois  dernières 
équations  de  G 

e-^de=d,  f-'d/=idb,        f-'ef=ec, 

e-'de  =  daP'-',         /-'d/~db,         /-'e/=ec. 

Si  l'on  a  e"'  de  =  d,/~'  df  =  da^"',/-'  ef  =  ec,  donc  g'' g'-' g  g'  =  c' ''-''' a-''''-'-'"  »'""  ,7n 

A,,    A'i,  o 

sorte  que  le  déterminant  des  exposants  des  générateurs  de  D'  est  s  à    B,,    h;  o 

,,       .  <^;.    t:;,  jz'-zj 

on  peut  rendre  ce  déterminant  =  o  et  par  suite  (14)  avoir  D'<  A  sans  que  G'  soit  abélien 
en  prenant  j^^sj'eeeeo,  j;;'  —  ^a;'£EEEo. 
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Si   l'on  a  t~^de^daP'~\  f~^df^db,  f-^  ef  =^  ec,   on  obtiendra  de  même  D'<::;A, 
G'  non  abélien  en  prenant  s e^-'hso,  xy'  —  yx' ^  o. 

Si  l'on   a  e^^de  =  d,   f  ^  df=  db,  f-^ ef=  ec,    donc  g-' g'~' gg' —  c^'-'^' b-^''-''-^' ,    le 


A,)     A^, 


H;,        B],        .!■  =  ■ 


.  Si  l'on  n'a  pas 


déterminant  des  exposants  des  générateurs  de  D'  est 

C,     C;    yz'-zf 

ai=a'sE5  0,  7."^  o,  on  peut  rendre  ce  déterminant  ^o  et,  par  suite,  avoir  D'<;  A  sans 
(juc  G'  soit  abélien  en  prenant  A^^ss A'^ïeso,  xz'—zx'  ou  yz'  —  zy'^o.  Si  l'on  a 
aE^a'EEEO,  a"^o,  on  a 


\„  a;,        o 


.o,"[y{j,z'-zx'y+^'(yz'-zyf+{y'-^fi){ji-z'-zx'){fz'-zy)], 


car  on  a  toujours  tzz'(z  +  z')(xy' -{-yx')^^o.  Si  la  forme  quadratique  entre  crochets 
est  réductible,  le  déterminant  peut  être  ^o  et  par  suite  D'  peut  être  <  A  sans  que  G'  soit 
abélien.  Si  la  forme  quadratique  est  irréductible,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

pour  /?  >  2,        (;3  —  y')^-i-  'r/JS'  non  carré, 
pour/;  =  2,  y  =  (3'=  (3  4-"/'=  I, 

poui'  tout  gy»  '  non  abélien  G',  le  déterminant  est  ^o,  donc  D'  =  A.  Les  types  correspon- 
dants sont  donc  les  seuls  de  figure  (r^  i)(t  1 1)  (a-^j,  r>>  i)  dont  tous  les  ^y"'  soient  abéliens. 
Nous  allons  les  déterminer. 

21.  Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  réduite  des 
équations  de  G  doit  vérifier 


S^^l'H^r^O, 


V=^''-", 


et  fournit  pour  les  autres  exposants  une  transformation  dont  les  formules  mod/j  sont 

«,?  =  «x-H  oc'/,         a',  |hs  ajp'+ a'j-',         a"ç  ==  ax"H- a'j"-!- a";", 
a,-r)  +  '^,xz"+y,x'z"=  ^x  +  p'y,  a,  r)  +  i^\xz" -^  y\x' z"  =  ^x'+^'y', 

a,  C  +  (3,  j."  +  y.y'z"  ^yx  +  y' y,  a\  Ç  +  ^\yz"  +  y\y  z"  eh  yx'  +  //, 

a';  n  +  r^\xz"  h-  y\  x'z"=  ^x"  +  p'j" -h  ?>" z"  -t-  ex", 

a;  Ç  4-  13';  j^"  +  7".  j'^"  ^  y  ^"  +  y' j"  +  y" z"  +  £/". 

Les  trois  premières  montrent  que  l'on  peut  toujours  faire  sur  a,  a',  a"  l'une  des  quatre 
hypothèses  irréductibles  l'une  à  l'autre 


«,=  5C  =  a,  =  3('=o, 


oc"— o,  i; 


«,=:  a  =:  o. 


oc'j=oc':=o,         oc",  =  «"n=o; 


OC.rr:  oc  : 


.  ce  rr  a,  —  a   —  O. 


i'')  LES  cnoupES  d'ordre  />'. 

Les  types  ayant  tous  leurs  gy"=abéliens  corrcspondaiità  l'Iiypotlièse  a,  =a  =  a'|  =  «'=:(), 
a,  =  a"=  I,  qui  ajoute  la  condition  ^ess".  Les  foi'mules  restantes  permoltent,  en  choisis- 
sant convenablement  i]  et  Z,  de  faire  P",  =  y",  =  <*•  K'i  supposant  ^,  =  ^ 
ce  qui  ajoute  deux  conditions  déterminant  t]  et  "Ç,  il  reste 


Il       ( 


<>, 


~'(P.  J  +  yo')^  y^  +  /J.         ="(13',  V  +  /,  j')  ^  -/x'  +  /r'. 

Soit/>>2.  Ces  quatre  formules  sont  de  même  forme  que  celles  que  l'on  obtient  (  ') 
dans  l'étude  des  g^/  de  iigure  (i  i)  (i  ii),  si  l'on  y  échange  r/  et  e  et  si  l'on  y  remplace 
h\n\vb~'.  Les  calculs  faits  à  cette  occasion  montrent  ici  que  le  caractère  quadratique  de 
(^  —  y')- -H  47^1'  est  précisément  un    invariant  et  qu'à  la  valeur  —  r   de  ce  caractère 

(juadratique  correspondent  les  — 


o,     y 


'.     P 


types 


N,     /=o,     (3  =  0,     y  =  t,    |3'=i(/2''"-,),     /: 


(" 


Soit/>  =  2.  En  faisant  y,  =  y  =  ?i  =  ?'=  y',  +  [3,  =  y'-f-  ^  =  i ,  il  vient  en  résolvant 


Il 


(3,  =  (3^/ -4-  y' j^' +  ,r x' +  yjV 


Si  l'on  a  [i  =  i,donc  y'  =  o,  en  prenant  a:  =  y' =  o,  ic'=j=i,  on  obtient  l^,  =  ij 
y'j  -~  o,  d'où  un  seul  type 


C?-rr=  C, 


cb. 


r-=a,        e~'de  =  (l,         f  ''df=db,        f-'ef-ec. 


Quatrième  cas.    —  r=s^=i. 

22.  On  voit  sur  les  équations  de  G  comme  sur  les  formules  (i),  (2),  (3)  qu'il  y  a  deul 
cas  à  distinguer  suivant  que  le  commutant,  toujours  abélien  principal,  est  d'ordre/)'  oup* 

Le    C.OM.MrTANT    KST    l">    G,,-. 

Le  central  A  étant  alors  égal  au  commutant,  on  peut  prendre  pour  n,  h~\  r  les  trois 
commutateurs  des  éléments  d,  e,  f  pris  deux  à  deux  et  écrire  les  trois  dernières  équa- 
tions de  G 

(•   'de=ida,        f   'df—db-\        f-'ef--cc. 


(  ')  De  SÉGiJiER,  Eléments  de  la  théovie  des  groupes  abstraits,  cliap.  IV. 


FIGURE    (rSl)(l  I  l) 

Les  formules  (i),  (2),  (3)  donnent  alors 


47 


E,  =xy'  —  yx', 

1)  H^  zx'  X  z' , 

Ç=.r='-^.>'. 


en  sorte  que 


-i 

^/ 

f] 

r/ 

r," 

y 

S 

V 

c,  =y-^  - 

-  ^f  , 

r     l 

=  x'y"—Y'x', 

Tj    ^=  .37  Z    —~  Z  JC  ^ 

■n"=z'x"  —  x'z". 

l'^zy"-yz". 

n"  ~yz"  —  z'y". 

X      y 

z 

joint  de 

x'     y' 

z' 

=  D,  d'où  !'( 

x"    y" 

*>> 

d\ 


l)z", 


^=J).  ^=ny"  -^=Dk' 


d\ 


^=Bx" 


an 
•  ^  Dx', 


dA 


â-n' 
=  Dx. 


d-n 


1,  =  «/, 


Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  de  G 
opère  alors  sur  les  exposants  restants  la  transformation 


;^,  +  c';3,  +  ry>  ^  A;„  i^\  +  ;'?',+  i:'y\  ^  a;, 

r,3t|  H-  ri';3,  H-  r/'-/,  =  \i,„  n:/.]  -+-  -/l'I^'i  -!-  Y)""/',  =  H),, 

Ça,  4-  c ;3,  +  ç"y,  ^  c,„  w,  +  ç' .3',  +  ?"•/,  =  c;„ 
Kn  résolvant,  il  vient 


■fix'[  -hf]'?'[-hr,"'/[  =  B]„ 

KA  +?'?■; +?"-/!  EEE^c;. 


I)a,=  (ax-  -t-  3£'j+  a"3  +  £j;j);"+  (;3.r  +  p'y  +  3":;  —  sx;)/"^  (yx  4-  7'/  +  y" z  +  £J-)x", 
l);3,=  («.r  +  3t'j-i-  x'z  -i  txy)z'  -+- {^x -h  ^'y  -h  ^'' :  —  sxz)y'  +  {yx -h  y'y -h  y" z  +eyz)x', 
I)y,  Bs{ocx-i-  cx'y  +  x  z  -h  £xy)z  -h{^x-h  p'f  -^  ^"z  —  txz)y  -+■  {y x  +  y' y  +  y" z  -\'£yz)x, 

et  six  autres  formules  obtenues  en  ajoutant  successivement  deux  accents  aux  lettres  a,, 
,3i,  Yi  et  aux  lettres  a;,  y,  :;  qui  sont  dans  les  parenthèses  des  seconds  membres. 


Ces  formules  définissant  une  substitution  linéaire  et  homogène  opérée  sur  les  neuf 
exposants   a,  ^,   ...  montrent  que  le   rang  de  leur  déterminant  est  un  invariant  et 


que  D 


«1      Pi      7i 
^1      Hi      /i 


«    P     y 

a'     (3'     y' 
a"     p"     y" 


.  D'où  trois  cas  fournissant  des  types  certainement 


distincts,  suivant  que  le  rang  est  i,  2  ou  3. 

On  voit  ensuite  que  a, ,  p, ,  ...  sont  tous  es  o  toujours  et  seulement  si  a,  p,  . . .  le  sont. 
Il  y  a  donc  un  premier  type  de  G  dont  les  équations  sont,  en  sous-entendant  les  équations 


/|8    •  LES  oiiOUi'ES  d'ordue  // 

communes  aux  autres  type?, 


cV-  —  cl'  —fi'  — 


Tout  élémcMit  est  alors  un  e,. 


i"  (]e  type  misa  part,  supposons  le  déterminant  des  a,  (3,  . . .  do  rang  i.  On  peut  trouver 


X,  y,  z,  x',  y,  z' ,  n'annulant  pas  tous  les  détei'uiinants  de 


■^    y 


.t 


et  vérifiant 


ot.r  +  Cf.' y  +  a." z  =px  +  (3'/  -+-  'fi" z  =  yx  +  y' y  +  y" z  =  o, 
«j-'-h  «y  +  aJ'z'-  p.r'  +  p'y-^p'z'=yx'+y'y'-+  y"z'  =  o, 

ce  qui  donne  a,ïsfl,ï^Y,£Hsa', -E^p'^Ef^y',  eeeeo.  Supposons  donc  que  Ton  ait  constamment 
aESE  j3^Y^^*'==P  ==T'==o  (donc  on  n'a  pas  a";EEEp"E^Y"Eso),  les  six  premières  for- 
mules du  système  non  résolu,  deviennent 


d'où 


o  =  oCz  =  ?>"z  =  y"z  =  «"  z'  =  P"  z'  =  y"z', 
z^z'=o,         \)^z"(xy'-yx'), 

m 

et  les  trois  dernières  résolues  donnent 

4-?"j-"  +  7"^" 

'fi"y  -i-y"x. 


{xy'-yx')P\  ^ 


On   a  donc  piEE^yi^sio   toujours  et   seulement   si    p" eee; y" :eee; o.  En  ce   cas,   comml 
(xy'  —  yx')a\^=ix"z",  y."^o,  on  peut  toujours  obtenir  a",  =_;  i.  D'où  le  type 

rf/'=I,  C'''—l,  /''=(i. 

Si  ji"  ou  y"  est  ^  o,  on  peut  faire  [iJ",  =  o,  y",  =  i .  En  supposant  ^",  =  ^"=  o,  y'^  = 
on  a  os^^'.ysEsi,  xx\-:E^x"s"  -+-x".  On  peut  donc  toujours  faire  a",  =  o,  d'où  le  type 

dp  =  1,        eP—i,       fi'  —  c. 

2"  Supposons  le  déterminant  des  a,  fl,  ...  de  rang  2.  On  peut  trouver  x,y,  z  non  toi 
nuls  vérifiant  OEHEaj?  +  a'j+ a"5E^Pa;  + P'j+ P"5ssya;  +  y'j'+ y"  =  ,  ce  qui  donne 
a,  E^3,EE^y,  EEEÊO.  Soit  donc  a,  =  ^,  =y,  =a  =  ^  =  y  =  o,  les  trois  premières  formules 
non  résolues  donnent  o  ses  a'r  4- a"3EEE;  |3'jk -f- [3"- ;^  y'j  +  y"^,  donc  y^E^z~io, 
o^=x\y' z"  —  z'y").  Les  six  autres  formules  non  résolues  deviennent  alors 

xfo\-xy"'fi\  +  f /.  ^  a'/+  «"^',  .r/'<-^y'^",  +  ï"/,  ^  «>"+«",.«, 

s^"7'.-7'j-' +■/=',  Ç"7",  =-/y+/.". 


FIGURE   (r5l)('l  I  l).  /)() 

On  0  y',^y°5^o  toujours  et  seulement  si  y'ssy"ee£eo.  En  ce  cas,  les  (|uatre  premières 
formules  deviennent  identiques  aux  formules  rencontrées  (')  dans  l'étude  des  g^,.  de 
figure  (tii)(ii),  mais  a'^"  —  p'a"  est  ^o.  On  a  donc  immédiatement  tous  les  types 
de  g,,«  correspondant  à  ce  cas  y'  =  y'~  ^■ 

Si  y'  ou  y"  est  ^  (),  on  peut  faire  y',  =  <n  Yi  =  i  •  Soit  donc  y',  =  Y'  =  o,  y",  =  y"  =  '  >  ''-'^ 
deux  dernières  formules  donnent  ossz',  x^E^y' ,  et  les  quatre  premières 

xa,  —  xy" ji',  =  a',         x  a",  —  ^j" ;3;  -+-  j;''/  —  x"  =  a' j"  -+-  :«"  ;", 
.r::"  p',  =  |3',  ^;"  ;5';  —  x' z"         =  [3' j"  -+-  ;3" =". 

On  a  ji',  sso  toujours  et  seulement  si  ji'  est  ï^  o.  En  ce  cas  on  a  a?a',  =sa',  et  comme 
a'  est  ^o,  sans  quoi  le  déterminant  est  de  rang  i,  on  peut  toujours  faire  a;  —  i.  Soit 
donc  a^  =  a'  =  I ,  donc  x~:-~  i ,  il  reste 

«".  —  y"  P"i  +  ^'f  —  x"  =  y  "-)-«"  4:" ,         (3;  —  x'  =  ;3" . 

On  peut  toujours  faire  a",  =  [5''  =  o,  d'oîi  un  type 

di'~\,         cl'  — a,        p'  —  c. 

Si  p'  est  ^o,  on  peut  faire  j^'^^i.  Soit  ^i=[3'=[,  donc  .z-z"esi.  L'équation 
a?a'|  —  a;j"ssa'  montre  que  l'on  peut  faire  a',  =  ^^.  Soit  a^  =  a'  =  o,  donc  v"=^o,  l'équa- 
tion J7^",  —  a;'ssp"  montre  que  l'on  peut  faire  p",  =0.  Soit  jî',  =  P"  =  o,  donc  a;'sso, 
l'équation  a:a",  —  a:" ssa"^"  montre  que  l'on  peut  laire  a",  =  o.  D'où  un  type 

di-  —  \,         (;!'  =  b,         p'  =  c. 

3"  Supposons  que  le  déterminant  des  a,  ^,  . . .  est  ^  o.  Si  P  désigne  le  groupe  des 
puissances /;-ièmes  des  éléments  de  G,  on  a  ici  P  =  A.  D'ailleurs  si  C  désigne  le  commutant 
de  G  on  a  aussi  C  =  A;  et  CP  étant  le  p.  g.  c.  d.  des  g,/  de  G,  il  s'ensuit  que  tout  g^/  de  G 
contient  A.  Deux  éléments  quelconques  de  G,  incongrus  mod  A,  ne  peuvent  être  permu- 
tahles,  sans  quoi  le  commutant  serait  d'ordre  5/y-;  leurs  /^ièmes  puissances  ne  sont  pas 
dans  un  même  g^,  sans  quoi  le  déterminant  des  a,  p,  . .  .  serait  nul.  En  conséquence, 
tout  g^/.  de  G  est  de  figure  (i  1 1)  (u)  n'ayant  pas  d'e^,  hors  du  central.  On  sait  qu'il  n'y  a 
que  deux  types  de  g,/ jouissant  de  ces  propriétés;  les  équations  qui  les  distinguent  sont 

di' —  h,         ei'  —  c,         f-^de  —  da, 
di'  =r  a,         c'i'  =  ^,         c  "'  de  =:  da. 

G  a  toujours  des  g,/  du  deuxième  type.  Soit,  en  effet,  G  obtenu  en  adjoignant  /"à  un  g^/ 

('  )  De  Séguieh,  Eléments  de  la  théorie  des  groupes  abstraits,  chap.  IV. 
I'. 
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lu  premier  type,  ses  équations  seront 


'  (h  -1  d<, 


(II'  =  h,  ('I'  = 

f-Ulf=dc'lA' 


—  ,-Y/i3/TÏ 


ce'  (j^-  a' 


(iX'J 


■^o) 


En  prenant  /"  'e^i^"  \/-!^'*  '  pour/,  et  posant  q  =  c'h^a',   cf  =  c'' h^d'' ,  les  équations 
deviennent 


fl"': 


,-/'  =  C,  /!•  =  n. 


-'  (le=.da. 


J^df--.dq,  f~U:J^.e,,'. 


Un  g,/  quelconque  sera  |  a,  6,  c,  g,  g.\;  il  sera  du  deuxième  type  si  g  'g'  '  gg'  est 
dans  ]g'',  g'''[,  c'est-à-dire  si  l'on  a 


a:     x'     ix(xz'  —  zx')  +  \i.\yz' — zy') 

z      z'     l(xz'-zx')  +  r(yz'-zy')+xy-fx' 


o. 


un  déterminant  au  moins  de 


y'   =' 


quadratique  des  déterminants  E,  Tj,  C  ilc 


étant  ^  o.  Le  premier  membre  est  une  fonction 


y 


X      y 


On  trouvera  des  valeurs  de  x,  y,  z,' 


x',y,  z'  vérifiant  cette  équation  en  prenant  ç,  y],  'Ç  non  tous  nuls  annulant  la  forme  qua 
dratique,  ce  qui  est  toujours  possible,  puis  x' ,  y' ,  z'  vérifiant  X,x'  -+-  ^qy'  +  ^z'ï=o,  puis 
x,y,  z  vérifiant  les  trois  équations  compatibles. rj'  —  j.z'r^^;,  zx'  —  xz'  :^^r^,yz'  —  zy'-^~'Ç. 
Ainsi  tous  les  types  de  G  du  cas  actuel  s'obtiendront  en  adjoignant  f  à  un  g^/  du 
deuxième  type,  et  auront  par  suite  des  équations  do  la  forme 


I 


"'</('=:  da. 


di'  =  a,         ('I'  ~  b,        fi'  —  cT  b'fia'^,         (  y  ^  o ). 
/- '  (//■  —  de'' bV- a'-,         f- ' ef  =  e&' bV-' a>',  ( /j.v 


■Vft'  ^  o). 


En  prenant  /'ê~'(/''  pour/,  on  ohùcnl  /~' fi/=^  de' b^,  f~' e/=  ec'' L^'.  En  prenant  c"'7>i^*' 
pour  c,  on  obtient/"' f/=  ec,  (ij.  ^o).  En  prenant  /^  '  pour/,  c^  '  pour  r,  on  obtient] 
/'"'  d/=  (/c'b.  En  prenant  c^/^  pour  i~'  on  obtient  enfin 

di'~a,         ei':^e:'b~\        p' ~  eib'^a'^,         (y  +  jS-/ ^o), 
e-^de  —  da,         f~'df—db'\         /'c/=ec. 

En  conservant  cette  forme  réduite,  le  système  des  formules  de  transformation  résolues! 
devient 


(•) 
(«) 
(3) 
(4) 
(3) 
(6) 


D  ^{x  +az  )z"+(^z  -y  )/'  +  (/j  +yz  )x", 

o  =(x  +a;  );'+(,;3:  ^- y  )y+{y'y  +yz  )œ', 

o  ^{00  +az)z  -^(^z  -y  )y  ^{y'y  +yz)x, 

o  ^{x'+az')z"  +  {^z'^y)y  +  {y'y  +y-J)x", 

-  1)  =  {x'  ^c^z')z'  +  i^i'  -  -y  )y  +  (//'  -f-  y 3'  )x', 

l)0C,=  (J.'"H-  5!=')y  +  ([3;"_ /')/'-+-  (-/j/"+  yj")y. 
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Les  formules  non  écrites  déterminent  y,.  Yi,  ^,.  On  peut  prendre  y" ss3"^o,  donc 
D^^xÇyz'  —  zy'),  x,  y,  z  solutions  de  (3)  et  telles  que  v'y  +  ys  soit  ^  o,  x' ,  y',  z' 
solutions  de  (2),  (4)  et  (i)  qui  ont  pour  déterminant  (y'j  4-  Y-)^  ^"  solution  de  (S); 
on  obtient  ainsi  a,  =  o. 

La  recherche  des  types  par  la  discussion  des  formules  ci-dessus  étant  trop  compliquée, 
nous  allons  suivre  une  autre  voie.  Remarquons,  en  supposant  a,  =  y.  =  o,  que  les  équa- 
tions deG|;  cj  sont 

dP  =  a,         ei'  =  h-\        p'^b^,   j 
e   •  d,-  -  :  da,         /"  '  dj=  db-\         f-  '  cf  :_j  e,   \ 


m  0(1  ]  c  [; 


G\]c\  est  donc  un  g^/  de  figure  (i  i)  (i  1 1)  dans  lequel  le  groupe  des  puissances/j-ièmes  est 
un  gjr  abélien  principal,  et  qui  contient  un  g^/  de  figure  (  1  i)(i  i)  ayant  des  e^,;.  Or  parmi 
les  types  degyde  figure  (i  i)(i  1 1),  il  n'y  en  a  que  deux  qui  jouissent  de  ces  propriétés  ('); 
leurs  équations  sont,  eu  désignant  par  a,  c  les  générateurs  du  central,  par  d,  e,  /  les 
autres  générateurs  du  groupe, 

■'  l  e'hie=:da,        /-'df=d,'      f-'ef^cc. 

dP~i,  ei'=za,         fP  =  c,   \  '        J        J  <        J       J 

Si  G   admet  un  groupe  quotient  G\\b\  du  premier  type,   ses  équations  prennent   la 
forme 

df  —  b?,         e'-  =  f/>?  ,         //'  =  b?'a,         e-'  de  tn  dbV-a,        f  '  d/ =  dbV- ,        /-'  ef—ecbv-. 

\in  prenant  b^a  pour  a,  b^'  pour  b~\  cb^"  pour  c,  on  ramène  les  équations  à  la  forme 

di'  —  h'^,  ei'-=^c'y,         f   -h'^'a,  e  "' f/e  =  rfa,         f  ^df=db~\         f~'ef-ec,  (3^o). 

Du   changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  cette  forme  d'équations 
résulte  une  tiansformalion  d'exposants  définie  par 

(Il  o       =  zz"  +  (;3.r  +  p'y  -I-  p" z  )  v'  +  y.f" , 

{'■)  I)P,=::;;'    +(;3^   -H(3'j   +P";  )j'-h,,-.r', 

(  3  )  ..        ..  z'-     +  (;3.r   +  ^'j   -+-  ^"  J  )y  -^yjr, 

(-1)  o       ■^;'^"-i-(i3x'  +  (3y -+-(3'';')7"-Hj'x', 

<>)  D^^^z'^    +(^^.'  +  ;ï'^'  +  ^"-)_y'_H/.r', 

Ki)  I)      =;'5  +(^.r'-f-;3>'H-j3";')r  +j'^', 

(7)  i)       =:"'    -hiPx"-hP>'y'-^P,"z")y"  +  y"j:'\ 

(S)  Dp",  =  ;'';'-4-  (,6x"+  py'+  P":"}y'  +-y".r', 

(  f»  )  o       =;=  ;'■•  c  +  (  ,3  .r"  -\-  |3'y"  +  ^"  z")y  +  y"  .t. 


C)  De  Séciikh,  lilcments  de.  la  tlic'oric  i/ci  i^roiiprs  ohstreiils,  cliap.  IV. 


,)2  LES    GROUPES    D  ORDRE   />°. 

Les  équations  (2),  (8),  (f))  en  en  retranchant  respectivement  (G),  (4),  (i)  deviennent 


(8') 
(9') 


dp;        ^_(;i_,);"+|3"r, 
o  =-((3-i)?'4-p"r'. 


Q" 


i^O. 


l']llos  inonlreflt  qu'on  a  [i,  =--  r,  fl",  sso  toujours  et  seulement  si  l'on  a  ^ss  t,  p 

Les  équations  (r),  (4)»  (7)  en  y  considérant  a:;",  j",  -"comme  inconnues  admettent  un 
système  de  solutions  et  un  seul  tel  que  D  soit  ^  o,  à  savoir 


(«') 
(V) 
(7') 


Pf^yz'-zy'  ^r, 

(3  s"  E^  |3  ( ,rj-'  -  yx'  )  +  P"  (  5  V'  -  j^'  )  =  (32  -  P"  ?. 


En  substituant  dans  (8)  et  (9)  ce]les-ci  deviennent 


(8") 


(f/) 


(3y  (3'/  +  ^'  i3"/-t-=' 

j  Px  +  i3'j'  +  [3".  ;: 

y  |3x'-f-;37'-+-p";'  ^' 

Py  (3'/  +  *•  [3'>  +  ^ 

/  (3a-  +  ;3'jH-i3"5  3 

/  [3jr'-+-|3'/+[3"^'  =' 


D;3;3'i  =  o, 


Supposons  d'abord  p  ss  i ,  ^"ees  o  ;  les  formules  deviennent 


(3) 

(5) 
(«) 


1)      =c'3  +  (a;'-(-[3'7')7 +ya^, 


(2),  (8"),  (9")  qui  équivalent  à  (2),  (8),  (9)  sont  vérifiées  identiquement,  (i),  (4),  (7) 
déterminent ic",/",  2".  En  prenant  vs=  s ^ss'^o,  ic'ss—  (^'  +  .1)  v',  ic^j'"',  on  obtient 
p',  ^so.  On  a  donc  le  type 


(I) 


di'=b. 


ei'=c,        p'=ia. 


Supposons  que  l'on  n'ait  pas  simultanément  ^^si,  ^"^o.  Si  l'on  fait  ^,ss;i,  (2')  et 
(9')  exigent  ^r'— (:^'=o,  donc  j  =  o  alors  (3)  donne  z=r^o,  (2)  donne  Yi^E^^^xy , 
(G)  donne  XS^s^xy',  d'où  ^eesi.  On  ne  peut  donc  faire  J^r^-'  que  si  ^;:^i.  Si  |3  ^  i  en 
prenant  a;  =  I,  j  =  o,  s  =  o,/=r,  {^  -  \)z' -^^^" ,  d'où  a;"=  -  2',  j"=o,  z"^j^\, 
D  =  i,  on  obtient  p",  =  o.  Soit  donc  |3';=:|i"=o;  (8')  et  (9')  donnent  C'^ïs?"^" 
donc  a:"=y'EEso,  alors  on  ayi  =  'C  =  o,  donc  :;  =  z'=o,  s"EEsi,  D  =  ^S  et  les  formules 
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restantes  donnent 

(3)  o        ={^x  +^'f)y-^xx,' 

(r>)  ^"^[3',  =  (Px'+(3'7')/  +  /x', 

(6)  z"^      ^(P^'+(3y)_^+y^. 

La  relation  générale  d'invariance  indiquée  au  début  et  relative  au  déterminant  des 
a,  j3,  ...  devient  ici  ="^^,ï£s  j3;  combinée  avec  (2')  elle  donne  2"^(^,  -+-  i)'-es(j3  +  r)-. 

On  a  donc  ^,ïeh—  i  toujours  et  seulement  si  l'on  a  '^^^—  i.  Soit  d'abord  ^  h-  i  ^  o.  En 
prenant  jsso,  a7y';^i,  (^  +  i)a;'^—  ^'y',  d'où  5"s=i,  on  obtient  P',;^ho.  Soit  donc 
[î'i  =  j3'  =  o,  les  formules  deviennent 

xj^jj'y'H^o         (jp/'  — 7x')(;3,  — i)  =  ;3  — I,         (.r/'  — 7x')-^=(3jx'-(- j;v'. 
Si  l'on  fait  x'^^y^^o  on  a  .rj'EEHi,  ^,^|3.  Si  l'on  fait  x^y'a^oet  si  l'on  pose  ^ ;;sÔ 

■     û 

d'où  ^ESi— — g  avec  9(0-  —  1)^0,  on  a 


d'où  0  +  0,==o. 


,5,  8  ,1  +  5 


On  a  donc^^ tvpes  distincts 


i+e 


(II)  rf^'  =  6''-9,  ePrrr,         /P=o,  (e=:2,3,...,'~ 

Soit  maintenant  ^  +  is^o,  alors  on  a 

xy'-yx'^,,        o^P'jS         |3',^;3'/n         o  e=  (S'^j'. 

On  a  [3',  sso  toujours  et  seulement  si  ^'  est  sso,  ^'^  carré  toujours  et  seulement  si  ^' 
est  carré;  et  si  jB'est  ^o  on  peut  toujours  faire  suivant  les  cas  P',  =  i  ou  N  non  carré  arbi- 
traire. Donc  trois  types 

(III),  (IV),  (V)  d'-^b-',         e"T=c/M^\        Ji'=a,         ([3'^-=:o,  1,  N). 

Supposons  maintenant  ^^sei,  donc  [3"^o,  alors  (2')  et  (9)  donnent  î^ese'C's^o  donc 
jsESEEso,  d'où  ic'Ess— 07=', /'s^^o,  s'Eso^y,  Dss(icy')-.  (6)  donne  alors  a;/;Eisi  et  il 
reste  comme  formules  de  transformation 

(5)  (3',  =  -'=+3..r'/-t-|3'/S 

(8')  p';  =  P'/- 


5/}  LES    GnOfPES    n'or.DTtE  //'. 

En  prenant  )''-=^;j3"~',  .rs^  |3",  2x'y^'=—  ''^' y"-  —  s'-,  on  obtient  [3",       i,  3' 


'oii  le  type 


(M) 


di'  —  b,  cl'  —  c,         fi'  =:  ba. 


Si  (î  admet  un  groupe  quotient  (jj\b\  du  deuxième  type,  ses  équations  prennent  la 
forme 


dl'  :-  b': 


<il' -_  b't>' a ,  fi':zz.cb 


./,3" 


-'de  —  dbVa,      f-'d/^db'^,       /-'<-/:=:  et/yH-",        (3=î^o). 


Comme  précédemment  on  peut  les  ramener  à  la  forme 

di'  —  b?,         ef—b'i-a,        fi'z^cb^^",         e-^de—da,        f-^  df  =i  db-\         f-''ef=:ec,  (i>^o). 

Les  formules  de  transformation  de  cette  forme  réduite  sont 


(0 

(2) 

(3) 
(4) 
(5) 
(6) 

(7) 
(8) 

(9) 


o       =  J-'    +{^x  +  P'y  +  ^'z   )y"  +-  zx", 
Dp,=j-    +(P^'  +(3'j-  ^;5"-.  )y'  +  zx\ 
o       ^yz     +{l^a-  +P'y  +l^"z  )y  +  zx, 
\)      =/3"+({3j;-'-t-  ^'y'  +  !fi"z")y-+-z'x'', 
Dp;  =/='  +  i^x'  +  (3'y'  +  r^"z'  )y'  +  z'x', 
o       =y'z  +(px'4-(3'r'  +  [3"s')j'  +z'x, 
o       =yj"+((3.r"+(3'^"-i-[3"5")/"+j"x", 
J)P;  ss/'j'  +  ((3a:"+  (3V"+  P''^')/'  +  :"x', 
1)      EEE^/'j  +((3x''-i-[3'j"-+.(3";")j  +;V. 


Et  l'invariance  du  déterminant  des  a,  [3,  . . .  donne  D^jEeee^.  On  peut  remplacer 
(8),  (9)  en  en  retranchant  (G),  (/(),  (i)  par 


(3') 
(8') 
(9') 

qui  équivalent  ;i 

(2") 
(8") 

(9") 


Dp,.=  ïp   +Ç  (,_P")  +  y), 


*  '       I        -  '/  /5 


a;'+  a:";3,  +  .z-(i  -  {3';)  =  I  -  |3". 


En  prenant  x  =  1,  y  =  0,  z  =  o,  x' =  i  —  ^",  y'  =  i ,  ^'  =  o,  x"  =  o,  y"  =  o,  :■"  —  "^i  on 
obtient  ^,~^'\~i.  Soit  donc  |3,  =  p",  =  [3  =  [3" ._-- 1,  (2"),  (8")  et  (9")  donnent 
s'  +  s"e5=-i,  y'-\-y"E^ï,  x'-hx"^EEo.  Tenant  compte  de  ces  relations  on  trouve  en  ajou- 


FiGur.E  (rs\)(i  1 1).  55 

(ant(.)et(2),  (/i)et(5),  (7)ct(8) 

(5')  i  +  i3;  =  x'-i-{|3'+[)y'+=', 

(:')  o  =  p'+.-[.r'+(;3'-t-.)/-t-5']; 

d'où  en  ajoutant  (5)  et  (7')  ^',  =;^'.  On  a  donc/»  types  distincts  entre  eux 

(VU)  d''—b,         ei'=b?a,        fp  =  cb         (^' =z  o,  1,  .  .  .,  p  —  1). 

Reste  à  savoir  si  ces  types  sont  distincts  de  ceux  précédemment  trouvés.  Les  équations 
des  types  (I),  (II),  (III)  pourront  prendre  la  forme  dP  =1)^,  e''=  6^  a,  /"=  ch''''  toujours 
et  seulement  si  l'on  peut  vérifier  avec  D  ^  o  les  équations 

(3)  o  =  s'    +'^xy    -^  yx, 

(4)  D  =  3'i"+(3x'7"  +  7'a;", 

(6)  o  =3'3  -k-^x'y  +y'x, 

(7)  o  =z"^  -'rPx"y'  +  y"x\ 
(9)  Y)  =  zz"  -^px"y  +y"x. 

Pour  le  type  (I),  |5  =  i,  (i)  et  (9)  donnent  Dsso. 

Pour  le  type  (III),  [3  —  —  i  on  a  z?=3z"EEiyx" — xy"EE^o,  donc  Di^so. 

Pour  les  types  (II),  |3(^-  —  1)^0,  des  équations  (i),  (3),  (7)  on  tire 

;2^"2=  (P  +  ifxyx"y''-^{!^xy"-^yx"f 
ou,  en  posant  3iy'  =z  u,  vz"  =  v 

(3^«2— ((32+i)«('H-t^»  =  o. 

Les  doux  racines  de  l'équation  en  -  sont  i  et  p^.  La  racine   i  donne  D      o.  Soit  donc 
psHp-w;  en  remarquant  que  Dhs  C'a;' -f- r]'y  4- ^'-',  on  a  pour  déterminer  .r',  y',  z' 

(4)  Oy'--Ç')^'-t-(^"_y)')y  +  (-"_|')5'=o, 

(6)  '^yx'  +xy'  -^  zz'  =0, 

(9')  r*'  +ri'y'  -+-^'c'  =(j3-i)£:'. 

L'équation  ('j)  peut  être  remplacée  par 


jG  les  groupes  d'ordre  p'^. 

Un  simple  calcul  montre  que  le  délerminant  de  ces  trois  équîitions  est  ^o.  H  a  le 

mineur  p^'^o  par  hypothèse  et  le  caractéristique  correspondant    i^y     x     o  est 

=s()   en  môme  temps  que  s({3  — i)  +  ^.   Or,  on    peut  prendre  de  manière    à    vérifier 
toutes  les  équations  et  la  condition  D  ^  o 


,r=i,       y 


y 


(p-OMP  +  O 


^"^-((3-i)'{?  +  .), 


^ 
P-'^ 


j3»-i. 


Les  types  (II)  rentrent  donc  dans  les  types  (VII). 

Les  équations  à  vérifier  avec  D^o  pour  faire  rentrer  les  types  (IV)  et  (V)  dans  les 
types  (VII)  sont 


(') 
(3) 
('.) 
(6) 
(7) 
(9) 


o^zz"  +((3>-^)/'  +yoc", 

I)  =  z'z'  +  (i3'/  -  x')7"  +  j'x", 
o=:'z   +([3>'— x')/   H-j'cr, 

o  ^  ;"^   +  (3'j"% 

1)  =  ="^  -h  (?'/'-. r")/+/'.r. 


(;3'  =  i,N) 


On  voit  immédiatement  que  si  l'on  a  j3'— I  et /jss  3  mod/j,  donc  —  i  non  carré,  ou  [5=  N 
et^^i  mod4.  donc  —  i  carré,  il  est  impossihle  de  vérifier  (3)  et  (7).  Supposons  donc 
p'=i,^sEi  mod  4  et  remplaçons  (9)  en  en  retranchant  (i)  par 


(9') 


1)  =  2  (  j?j"  —  yx"  )  =  —  2  ï'. 


Pour  vérifier  (3)  et  {•]),  il  faut  prendre  -e^jj,  z"^i"y',  ir^^i"^;^  —  1,  alors  (1) 
devient 

(  //"  +  1  )  yy"  -  xy"  +  yx"  =  o 

et  comme  il  hnixy"  —  yx"E=o,  on  doit  avoir  i  -{-  i"eeelo.  Alors  x,  j,  x"  et  y"  étant  liés 
par 

(  1  )  2  yj"  -  xy"  -(-  jj?"  5=  o,         y  y"  ^  o, 

a;',  y,  z'  sont  déterminés  par  un  système  qui  équivaut  à 


(4') 
(6) 
(9') 


-yx'+(x"+y)y'-iyz'^^-  2;'. 

-yx'    -^{x  +7)7'  +0-'  ^o. 


Ç'.z-' +  •/)'/' 


+  r.' 


Or  le  calcul  montre  que  le  délerminant  de  ces  trois  équations  est  =0,  qu'il  a  pour  mineur  ^ 


FIGL'UE    (a-5i)(i  I  l).  S"] 

et  qu'on  peut  annuler  le  caractéristique  correspondant  en  prenant  a^j' + 1 es  o.  Donc 
pour p^Es I   mod  4  le  type  (IV)  rentre  dans  les  types  (VII). 

Supposons  maintenant /);se3  mod4  et  [3'=N  que  l'on  peut  prendre  =  — i.    Un  calcul 
analogue  au  précédent  montre  que  pour  vérifier  les  équations  il  faut 


.  iy" 


('■ 


xy"  —  yx'  +  2  yj"  =  o ,         y  y"  ^  o. 


-/'a-'+(^" 


v")y'+z"z'^-^i:. 


-  yx'   4-  (.z;  —y)  y'  -+-;-' 


;  o, 


Le  calcul  montre  encore  que  le  déterminant  de  ces  trois  équations  est^o,  qu'il  a  pour 
mineur  ^'  et  qu'on  peut  rendre  le  caractéristique  correspondant  s^o  en  prenant 

i(y  -f-  2x)  +  I  =  o. 

Donc  pour  p^^3  mod4  le  type  (V)  rentre  dans  les  types  (VII). 

Les  équations  à  vérifier  pour  faire  rentrer  le  type  (VI)  parmi  les  types  (VII)  sont 


(') 
(3) 
(4) 
(6) 

(7) 
(9) 


o  =  ;:;"-+-  (x  H-  z)y"-i-  yx", 

o  ^  z-  -i-  ys  -h  2  xy, 

D  =  z'z".-h  {x'  -h  z')y"  -+-  y'x\ 

o  =  ;'^  -t-  {x' -{-  z')y  -+-  y'x, 

o  =z'"-  +  y"z"-h'2x"y", 

l)  =  yz"-zy". 


Or,  on  peut  satisfaire  à  ces  équations  et  à  D^o  en  prenant,  par  exemple  :xe^o, 
rsEE — I,  GE^i,  a;'sso,  j'^i,  s's^o,  x";^—  3,y'^E  i ,  s"e£es2.  Donc  le  type  (VI)  rentre 
parmi  les  types  (VII). 


v 


2"   p  —   1. 

Il  est  impossible  de  déterminer  les  exposants  a,  ji de  manière  que  pour  chacun 

des  sept  systèmes  (a:,  >',;)  autres  que  (0,0,0)  on  ait  y,  es  o.  Prenons  donc  x,  y,  z  tels 

x'      y' 
que  Yijs;  1  et  ir'.j,  ^',  a;",  j",  s"  tels  qu'un  déterminant  au  moins  de  soit^isi 

et  que  l'on  ait 

\,,z'-i-li,,y'+  (:,,x'^\,,z"-i-  li,,y"-i-Cpx"=  o. 

On  définit  bien  ainsi  un  changement  de  générateurs,  car  on  a 

I)  EE  A,,x  +  ]i,,y  -t-  C,,  :  =  I , 


.■)8  LES  ciioi  l'i.s  D'onnuK.  />''. 

cl  les  équations  de  G  se  trouvent  ramenées  à  la  forme 

d'-—c,         e-z=  cil/fia'',        p—ctb^'a^',         e~'dc  —  da,        f'UlJ-dh,        f~'ef—ec. 

Autrement  ilil,  on  peut  toujours  trouver  un  élément  liors  du  central,  tel  que  son  carré 
soit  hors  du  p.  p.  c.  m.  do  ses  commutateurs. 

Nous  allons  d'abord  déterminer  les  types  de  G  qui  n'ont  aucun  e.  hors  du  central. 

Pour  que  l'on  ait  ^'■  — i,  il  faut  et  il  suffit  A^,=^£i  B^,;.  i;  C^^s^^o,  ce  qui  équivaut  (') 
il  A/,  +  H^, -+- C^,+ B^,C/,+ C/,A^, -H- A^,B/,  +  A/,B/,C^,Eso.  Donc,  pour  qu'il  n'y  ait  aucun  e. 
hors  du  central,  il  faut  et  il  suffit  que,  pour  chacun  des  sept  systèmes  (\r,  y,  s)  autres 
(|ue  (0,0,0),  on  ait  A^,+ B^,  +  C/,+ B^,C^,  +  C/,A,,+ A/,B^,-4- A^,B/,C/<ï^i  •  D'où  sept  rela- 
tions entre  les  exposants  a,  [3 

Pour  conserver  la  forme  réduite  ci-dessus  des  équations  de  G,  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  sont,  comme  on  le  voit  sur  les  formules  résolues  de  la  transformation 


A,,;"+  H,,r"+  (:,,.r"=  A,,c'+  B,,/ +  ('.i,x' ,         1  =  A,,;  -^  15,,r  +  C,,^; 


et,  A'^,,  B^^,  Cp  désignant  ce  que  deviennent  A^,,  B^,,  C^,  quand  on  accentue  les  lettres  x,  y,  z, 
on  a  ^',  i^  A^jS'+ B^,r -I- C'^,a;'.  Or  on  peut  toujouis  trouver  x,  y,  z-  vérifiant  C^^sho, 
ApZ  -+-  B^j'E^i.  En  elfet,  C/,;^ïo  donne 

si  alors  on  a  A^z  +  B,,  js^eo  pour  tout  système  (y,  z),  il  faut  ai^sy,  jissaEso,  ^'s^y  ss  1  a 
Puisqu'il  n'y  a  pas  d'Ca  hors  du  central,  il  faut  oc^ee  ys:?  i;  mais  alors  on  voit  que  (/erf)- =  i.| 


I 


(')  L'équation 

X„  =  I  +  i;P,,„+  i:P,,„+  .  .  .  H-l'„.„—  1  1110(1  a, 

l'<,  «  parcourant    tes  produits  /,  à  k  de  n  variables   a-,,  ...,  x„,    n'admet  pas   d'autres   solutions   que 

Xi=  ..  .:^  x„  :^  o. 
Supposons  que  ce  Uiéorème,  vrai  pour  deux  variables,  soil  vérifie  jusqu'au  cas  de  n  —  i  variables.  Les  rclalioiia| 
i; !'/,,,=  .r„i:i>/,^,,„_,+ v|>^,^,^_j.       (/,  =  I,  ...,/).  i;i\,„_|  =  i,  vp„.„_,  =  o), 

monlrcut  que  l'on  a 

X;,   =    X„  \,l—l  •+-  X„_l    =    (.».■„  -i-  I  )  X„_l  . 

L'équalion  X„  s:  i  équivaut  donc  à 
c'esl-à-dirc,  d'après  lo  lliéorènie  admis,  à 


X„_,  =  ^„-T-i  =  I, 


a-i  =  X2=  . . .  =  a-„s=o. 


a  =  (o,  I,  1, o, o). 

b  :=  (  r .  0, 

1,0, 

O), 

d    =  (o,  o,  o,  1,0  ), 

e  =(  1,0, 

0,1, 

0), 

g    =(0,0,  0,0,  1  ), 

h  =  (  0,  1 , 

0,0, 

1), 

j     =  (q,  0,  1,0,  1  ), 

k  —  (  1 ,  0, 

1,0, 

■  1. 

m  =  (0, 0,  1,  1,0), 

n  r=  (  0,  1 , 

'»  1- 

0), 

q  =  (0,  G,  1,  I,  1  ), 

r  =  (o,  I, 

1,1, 

n, 

HGi;i!E  (rs  i)(i  1 1),  ')^j 

Une  fois  r,  y,  z  ainsi  déterminés,  en  prenant  a:'ï=?;  i ,  j'seeg'e^o,  V^eesAj,,  z"te^B^„  on  a 
un  cliangement  de  générateurs  (car  \)^:^  1)  qui  donne  ^',  seïo. 
Les  équations  de  G  peuvent  donc  se  réduire  à 

d-~c,         c^=c^ba'^,        /*=cT7*?a'',         e-^dc  =  da,         f'dj-db,    f-^ef=Lcc, 

et  pour  qu'il  n'v  ait  pas  d'co  hors  du  central  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

o  =  (^  +  a')(i  +  [3')(i  +y-f-y')s(;3'/)(£-+-a')  =  ,3'(7  +  7')(i  +  a  +  a'), 
\  =v.  -y- y  +  7.y  =  a'n-  ,3'  +  y'+  ol"'^'  -t-  a'y'+  |3'y'+  s:';^'-/'. 

Les  systèmes  (a,  y,  a',  ^',7')  solutions  de  ces  équations  sont 

c  =(  I,  I,  1,0,0), 
f  =(1,1,0,  1,0), 
i  =  1  I ,  o,  o,  o,  I  ), 
1  =  (  I,  1,  I,  o,  I  ), 
p  =(  f,o,  I,  1,0), 

s    r=  (  1,  I,  I,  I,  1  ). 

La  transformation  des  exposants  dans  les  équations  de  G  résultant  du  changement  di; 
générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  de  ces  équations,  est  définie  par  neuf 

équations,  dont  cinq  seulement  contiennent  les  nouvelles  valeurs  a,,  Yi Si   l'on 

applique  ce  changement  de  générateurs  au  type  a,  il  est  facile  de  former  tous  les  systèmes 

de  valeurs  de  .r,  y qui  satisfont  aux  quatre  équations  ne  contenant  pas  a,,  y, 

(iliacun  de  ces  systèmes  .r,  y,  ....  définit  un  système  a,,  y, auquel  correspond  un 

type  isomorphe  au  type  a;  et  tous  les  types  non  obtenus  de  cette  façon  sont  distincts  du 
type  a.  On  trouve  ainsi  que  les  types  isomorphes  au  type  a  sont  les  types  a,  f,  j,  e,  q.  b, 
C,  n,  m.  kv  h.  s. 

On  trouve  de  même  que  les  types  isomorphes  au  type  d  sont  d,  i,  g,  p;  et  enfin  que  les 
types  isomorplies  au  type  1  sont  1,  r. 

Ainsi  il  y  a  trois  types  distincts  n'ayant  pas  d'e^  hors  du  central,  les  équations  qui  les 
distinguent  sont  : 

rf-izzc,      c-^=icl),     f-^=a\  d'^rrzc,      e':=i,      f^:=b;  d^^C,      e'^=cba,     /^=:rc'(7. 

Supposons  maintenant  que  G  ait  un  e.  hors  du  central.  Les  é(juations  étant  ramenées 
il  la  forme  toujours  possible 

f/^=cY6?«^  e'-=b,         /'■=crb9a'^',         e-'de--da,         f-'^df—db,         f-'ef—ec, 

il  existe  r,    y,  z  non   tous  i^o,   tels   que    (/=e'>/'")- =  i.   Faisons    le  changement  de 


6o 

!i;énéra  leurs 


LES   GROUPES  i)'or.rtiîE  //'. 


d^^if-eyâ''. 


e, 


f,=J-''eyd-', 


f^^ef=z  ec'' a-'' . 


et  les  équalioiis  de  G  deviennent 

d^—\,  e-'—h,         p—cry^-a'^-,  e-'derz^dc--a-^,  f~'df~dc''ba'. 

Prenons  alors  c'a''  pour  a,  c'ha'  pour  h,  c-"u^"  pour  c,  les  équations  deviennent 

d'=i,         e-=c^ba^,        f'—cth^'n^',     e-'dc  =  da,        f-<d/=id/>,        f-'ef=ec. 

Nous  allons  d'abord  examiner  le  cas  où  tout  e^  est  sïsf/  niodA,  c'est-à-dire  où 
{f-e^d')'-  est  7^1,  sauf  si  l'on  a  js^:;^o.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'il  on  soit  ainsi  est  que  pour  tout  système  {x,  y,  z)  autre  que  {x,  o,  n),  on  ait 


Ap-+-    Bp-H    C;,+    A,J},,-|-    A,,r>;,H-    B;,C,,+    A,,B;,C/,=     I, 


c'est-à-dire 


a' H- 3' -H  /  4- a' p' 4- «'y' +13' -/se  i, 

(3'(  7 -t- y')  (• -+-«  +  «')  =  ?'(!  + «')('  +  ■/')  =  (=«  +  «')('  + [5')  (y  H- ■/)  =  o. 


Les  systèmes  (a,  y,  a',  (3',  y')  solutions  de  ces  équations  sont 


a  =(o,  o,  i,o,  o), 
d  =(o,  o,  o,  o,  i), 
g  =r:(o,  l,o,  I,  i), 
j  =i(o,  I,  i,o,  i), 
m  =  (o,o,  I,  i,o), 
q  =  (o,o,  ),  I,  i), 


br=  (i,o,  i,o,  o),         c  =(  I,  I,  i,o,o) 
e  =  (o,  i,o,o,  l),  f  =(  I,  i,o,o,  I  ) 


h  =  (i,o,  o,  1,  i), 

k  =  (i,o,  i,o,  i), 
n=r(o,  I,  I,  i,o), 
r  =(o,  I,  I,  I,  i). 


i  =(i,  i,o,  1,  i) 
1  =  (  I  ,  I  ,  I  ,  o,  I  ) 
p  =  (i,o,  I,  i,o) 

s  =:(!,  l,  I,  I,  l) 


Par  la  même  mélliode  que  dans  le  cas  précédent,  on  trouve  que  les  types  isomorpTOs 
au  type  a  sont  les  types  a.  b,  d,  p,  q,  n.  c,  h,  m,  k,  (]ue  les  types  isomorphes  au  type  e 
sont  les  types  e,  s,  que  les  types  isomorphes  au  type  f  sont  les  types  f,  g,  r,  1,  que 
les  types  isomorphes  au  type  i  sont  les  types  i,  j.  Il  y  a  donc  quatre  types  distincts 
lorsque  G  a  huit  Cj  et  seulement  huit  formant  un  complexe  élément  du  cogrédient;  les 
équations  qui  les  distinguent  sont  : 

e'=6,    /^=i:rt;         e-:=zcb,    /^=;c;         e-=icba,    f^^^c;         e'^z^cha,    f-z^cb. 

Considérons  ensuite  le  cas  où  il  y  a  des  e^  dans  plus  d'un  complexe  élément  du  cogré- 
dient. Les  équations  étant  ramenées  à  la  forme  toujours  possible 


d-=ic-ib^a^,         e'-—crb?'a'^\        P=a,         e-'de  =  da,        f-'df—db,         f-'^ef—ec. 


HCfRE   (rsi)(ï  I  l),  Gl 

il  existe,  par  hypothèse,  un  syslemex,j,z,x,Y',z',  tel  que  l'on  ait(/-e^c?'")'-=:(/^W/'')^r±  i 


et  qu'un  déterminant  au  moins  de 


.r      Y      z 
œ'     y'     z' 


soit  ^o.  Je  dis  que  l'on  a  nécessairement 


œv' -\- yx'^Eï .  Si,  en  effet,  on  a  a-y -h  yx'^^o,  donc  œ'^E^x,  y'^^y,  il  faut  nécessairc- 
ment.s  +  r.'ssi;  on  aura  donc  (/e-^r/-^)-ss=(e^'J'^)^^i  ;  d'où,  en  annulant  l'exposant  de  a, 
l'égalité  impossible 

a  .r  H-  a' j  H-  I  -1-  xy  =  xx  -l-  ot' y  +  .ry  ^^  o. 

On  peut  donc  l'aire  le  changement  de  générateurs 

([ui  donne  aux  équations  de  G  la  forme 

6?'=e2=i,         f'=a,         e-'' de —  de' Vf- a,        f-'df—dcyb-',    f-'ef—ecyb'". 

Km  prenant  c'h^a  pour  a,  cy/r''  pour  h,  c''  1/'  pour  c,  on  ramène  les  équations  à  la  l'orme 

d^=e^=:i,        /'-—ctb'^a,         e'^de^da,        f-'^df^-db,        f-^ef—ec. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  il  n'y  a  d'e^  que  dans  deux  complexes  éléments  du  cogré- 
dienl.  Comme  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que,  pour 
tout  système  (a,  .V,  ^)  où  s  estiii3i,  on  ait 

A,,+  !},,+  C/,+  A/,H,,+  A,,C/,+  r>,,C;,  -f-  A,,1Î/,C,,=  I, 
ce  qui  donne  la  seule  condition  ^1^=50,  les  systèmes  (fl,  y)  qui  conviennent  sont 

a  =  (0,0),  b=:(o,l),  C=:(l,0). 

Or,  si  sur  le  type  a  on  fait  les  changements  de  générateurs  c/,  =  d,  e,  =  e,  /',  =  Je,  Jd  on 
obtient  les  types  b,  C.  Dans  ce  cas,  G  n'a  donc  qu'un  type  : 

rf^=e^  =  i,       p  =  a. 

Dans  le  cas  où  les  e^  appai'tiennenl  à  plus  de  deux  complexes  distincts  du  cogrédient, 
on  peut  les  prendre  pour  générateurs,  il  n'y  a  donc  alors  qu'un  type  : 

d^-=e'=r^i. 


Le  co.mmi:tant  kst  d'ohdiie  i'-. 


Le  commutant  n'étant  pas  cyclique,  on  peut  réduire  les  trois  dernières  équations  de  (i 
à  la  forme 

e^^de  =  dbVa^,        fUlf=da,         f-^ef=eb. 


LES   r.nOL'PRS   D  ORDIîE  /r 

puis,  en  pf^nant  /    ^  pour  e,  f^d  pour  d,  à  la  forme 


'  de  -~  d,         f'hlf  -  da,        f-'ef- 


Si  alors  on  avaitv^-', 


i  — ■  I  —  I 


:=o,  G  serait  produitdirect  de  \c\  par  un  ii^,  do  figure  (i  i^ 


Supposons  donc  que  l'on  n'ait  pas  ^  ssy^^sy"^  :o. 

[.e  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  cotte  forme  réduite  d'équa- 
tions doit  vérifier 


z  =  z'~o,      l  =  a:z'',      r,~ys",      Ç  =  o,      l'~x'z",      ■(î  =  y' 
et  opi-ro  sur  les  a,  [îi,  . .  .  une  transformation  définie  par 


Ç    H3  O, 


''(.rj'— r.r')^  o. 


;"(at,  j?  +  |3|.r')  +  y,i"  =  aa?  +  c/.' y,  z" {x\x  -\- 'pl^x'  )  +  y',  ;"  =:^  y..i'  -\-  x'r', 

y,r  :=  7^-  +  y'y,  y\ Ç  =  y-r'  +  y'.r', 

z'{a:[x  -H  |3;.r')  +  y\  i"  =  :<j-"+  «>"+  a";"-}-  E.r" z" , 
z"{a\y  +  (3>')  +  y';r/'^  ^,r"+  ^'j"+  ^"."+  sj".", 
y'ir^y.r"  +  yy'  +  y"--. 


Si  l'on  a  y^s^'i^o,  donc  Yi^^Yi— '^"'  YTi^"'  ^'^  P"^"'  '•''''*-'  Ti  =  '-  ^'  Y  '^i'  Y 
est  5^  o,  on  peut  faire  Yi  =  «»  Yi  =  '  '  Yi  —  "• 

Soit  donc  d'abord  y,  =  y  =  y',  =  y'  =  o,  y",  =  y"—  i,  donc  "C";—  z" .  On  peut  toujours 
déterminer  ^"  et  r,"  de  manière  à  faire  a",  =  ^fi\  =  o  ;  et  en  supposant  a",  =  a"  =  3",  =  ^'  =  o. 
donc  ^"^zx" z" ,  r{''^^iy" z" ,  il  reste 

;''(a,.r-h  j3,.r')  =  c/.x  -\-  x'y,         z"(x\x  +  ^\-r')  =  x.t:'  ■+-  x'y', 
z"(a,y  +  r^,y')  ^  ^.v  +  ,3'j,  z"  {^,y -^^,y')  ^  ^.r  +  ^' y  . 

La  discussion  de  ces  formules,  qui  a  été  effectuée  (')  dans  la  rcclierclie  des  ^y  de 
figure  (il)  (i  1 1),  conduit  pour  /)  >  2  aux  p  -i-  5  types  distincts,  pour  lesquels  les  expo- 
sants a,  ^,  a',  ^'  ont,  par  exemple,  les  valeurs  suivantes  : 


a  o     o  o  I  I     o  i'"         o 

|3  o     o  o  o  o     I  o            I 

a'  0       1  o  o  1       N  o               J-  ((-^m-l^  ,)              (  W    -_-I,o.,   ..  .,''~^ 

(3'  oo  —  I  1  lo  I  —  I, 


(  ')  De  Skgviku,  Eléments  de  la  lliéorie  dot  groupes  abstraits,  Cliap.  IV. 


KKIIRE    (r.9l)(l  1  I  ). 
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cl ,  poui'  p  =  9.,  aux  cinq  types 


5t' 


O  O  O  I  o 

<)  O  I  I  I 

o  (J  o  o       I 

o  I  o  I        I. 


Soit  inaintonant  y,  =  y  =  o,  y'^  =  v' =  i ,  y'^  =  Y"=  o,  donc  jEsy^o,  'C"-^rj,y.  On 
peut  toujours  déterminer  î"  cl-q" de  manière  à  l'aire  a,  =  [î,  =o.  Soit  a,  =a'  =  ^'i  =  [i'  =  <), 
donc  ^"-^rj"^o,  il  reste 


z"(x,j:;-+  ;3,  .r')  ==  a.r 


^,yz"^^.r. 


:."(  a",  ^  +  |3",  ^-'j  =  3!.r"  -i-  «":;"-+-  £.r";'',         (3",  j'-'^^  (3.^"  +  ,3";". 


Ou  voit  alors  aisément  que  les  types  distincts  de  G  sont 


y=o. 


|3  =  o,  3t  =  o, 

;3  =  o,  «  =  o,  !3"=ro, 

P  =  0,  3C=   I,  ;5"=:0,    I, 

;î  =  0,  a=  I,  ;î"=::o,    I, 

(3=;  I,  3(=zo,  ;3"=o, 


3f  =0,    1, 

«"  =  o, 

a";=  o, 

3t"=:0,    I, 


P  >  î» 
p  =  2. 


l'.i.  (cherchons  s'il  existe  des  g^/  de  iigure  (in)  (i  1 1)  ^'•'"^  ^""^  '*^^  g/'"'  '  =^""^"''  i''*^'- 
liens.  Si  le  commutant  est  d'ordre  p^,   le  déterminant  des  exposants  des  générateurs 
A„     a;,     a-j'—rx' 
\i,,    h;,    a-z' ~  z.r'     oa,  en  posant:  xy' —  yx'—^,  .Tz' —  zx' =r^,  y:' ~  :y' =  'Ç, 


de  D'  est 


(;3y'-y;3')-:=+(7a"-=t-/')r,^^(a'|3"-|3'a")Ç^-4-(y«'-a-/'-t-;3y"-y,3");r, 
-+-(s(^'-;33('+p'y"-y'|3")ÏC  +  («^"-H='"+-7'^"-=«'7")-''? 


•  )-  £  (  d^'J:^'  Ç  -f-  J/'o  +  -  =  '£) 


Si  />  est  >  2,  il  existe  des  valeurs  de  i,  yj,  "C  non  toutes  ^o  et  rendant  le  détermi- 
nant ^o.  Kn  prenant  x,y,  z  tels  que  l'on  ait 


puis  x',y ,  z',  tels  que  l'on  ait 


,j?  — ri/  +  ;3  =  o, 


jcz'—:x'=rt,         j:'— ;/'=?, 


on  a  I)'<A  Aucun  gy  n'étant  abélien,  il  en  résulte  que /««/§•/(/>>  2)  r/e/îX'^Mr^(i  1  i)(iii  ) 
à  commutant  d'ordre  p^  à  des  gy  non  abcliens. 


(Vi 


i.F.s  onorpKS  d  onoRK  />" 


Si/j  =  2,  ('crivons  le  déterminaiU 

en  remplaçant  \  par  rj  4-  C.  la  partie  formée  par  les  six  premiers  termes  devient 

•/î(K  -t-  K'+  L)  -+-  Ç(K  +  K"+  L')  4-r);(L  +  L-t-  L"), 

et  l'on  vérifie  directement,  en  parcourant  successivement  les  types  distincts  de  g^-  de 
tigure  (iii)('iO  î'  commutant  d'ordre /j',  que  cette  forme  quadratique  n'est  jamais 
irréductible.  Si  donc  on  prend  H,  y),  X.  solutions  non  toutes  s^o  de 

KÏ+  K'r,  -+-  K"r  +  hU  +  L'ïr  +  L"r,;  eeh  ;  +  r,  +  Ç  e=  o, 

puis  ,r  =  y  =  r  ^  i,  puis  x' , y' ,  z'  solutions  de 

.r' +}■'=":.,         .r'+z'^fi,         y' -h  s' =  Ç,  d'oîi  .r' t -+- y' r,  +  z' 

on  voit  que  le  déterminant  sera  s^o.  Dans  le  g^- correspondant  à  cette  détermination  du 
système  x,y,  z,  x'  ,  y',  z'  on  aura  donc  D'  <  A.  Ainsi,  dans  toiu  g.,'  de  figure  (i  1 1)  (m) 
à  commutant  d'ordre  p^ ,  il  y  a  des  g.y  non  abélicns. 

Supposons  maintenant  le  commutant  d'ordre  p-,   le  déterminant  des  exposants  des 
générateurs  de  D'  est 

XJT  -^a.'y  -[-(x" z  +  ZXZ  xx'  +  ol' y'  +  a." z'  +  ex' z  xz' —  zx' 
^x+^fi'y  +  rfi"z  +  Ejz  ^x'  +  ^'y'+^'z'-hEf'z  fz' ~  zy' 
7^-  -^'/'y  +y"=^  yx'  +  y  y'  +  y"  s'  o 

On  sait(i3,  i/|)  que  G'=;A,  ^,  ^'|  supposé  non  abélien  a  tous  ses  diviseurs  ahéliens 
toujours  et  seulement  si  ce  déterminant  est  ^o.  Si  l'on  n'a  pasy^y'EEEo,  y"^  o,  on 
peut  prendre 


yoc^  y' y  -h  -/"z  -  yx'  +  y' y'  -h  -/'  ;'  ^  o, 


!*•  «j     *idU 
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y^-zy'=o. 


alors  le  déterminant  est  =  o  et  G'  non  abélien  à  des  g^,-  .  non  abéliens.  Supposons  donc 
yE;^y's^o,y"'^o,  c'est-à-dire  considérons  seulement  les  types  où  l'on  a  y  =  y'=o,  ^'"  =  1, 
le  déterminant  se  réduit  à 


(xx  +  ix'y  -\-txz         dLx'+x'y-^zx'z  xz'—zx' 

P>X-^!fi'y  +  tyz  '^x'+l^'y'-^ty'z'  y='-zy' 


Figure  {rs)('2-2).  Gi 

ou  en  développant  modp 

Ainsi,  pour  que  tout  g^r  •  G'  non  abélien  ait  tous  ses  diviseurs  abéliens,  il  Faut  et  il 
suffit  que  la  forme  quadratique  ci-dessus  soit  irréductible,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(|3' — 3()-4-43t'î3        non  carré        poury>>2, 
(3  =  a'=  a  +  {3'-- r,  pour/)=;2. 

Les  gj,"  de  figure  (i  1 1)  (i  1 1)  à  commutant  d'ordre  p"-  ayant  tous  leurs  g^^  abéliens  sont  donc 
donnés  par 

'  oc'^S,  |3'  =  o,  ; 

'  —  /A       pour 


a  =  o,         [3=1, 


'  —  Il  ;im-\  . 


^={{i 


),       P'--I,        ( 


0C=:O,  Pr=:£x'=(3'~l, 


m  =  I , 


pour  p 


^)\ 


pour  p>9.. 


Figure  (rs)(22). 

24.   Kn  tenant  compte  des  conditions  d'aulomorphisme,  les  équations  de  G  auront  la 
forme 

l.a  condition  de  figure  est  que  X  ou  \i.  soit  ^o.  Si  l'on  pose 

g^:zdïc',  g'^^dy'c'', 

on  trouve  aisément 

g' g  ^  dy+y  c''-^^  [  bV-V  -'d'r'--  fy,        é'"'  o '^  '  ô'o  '  "  (  ^'^'''~'  «*''''  Y^'  '  ■''' 

g-  -z  d-y  C--*^  (  bV-l"--  cO-P'-'  )'^  '  '  ' ,  gV'-:  ;,:  i>V  «■*/• 


avec 


A,,=  7.x  -\- !x' y  ->r-  el.xrf,'-\         H,,—  (3x-t-  ;3'/  -h  ciJ..ry//' 


I.e  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  de  ('• 
est  de  la  forme 

ai—b'iai,  h^'-b-^'a'  I'''  ',  Ct--dyc''b'a'',         dt=:  dy'c''' b''  a'''. 


(U)  I.KS    (iROL'I'ES    I)  ORIHIE  />   . 

avec  les  conditions 

(  :r,'  -  Y,  ;'/>'-■< )  ( -ry' -yx')fào 

et  opère  sur  les  exposants  des  équations  de  G  une  transformation  définie  par 


(9.)  ^,., 

(3)  a,rj+;3,T, 


>.,  ;  +  .u,  i'  —  ). (  J:y'  —  .>•./•'  )  :^-  À,  ■fi/V-"'  +  ,a,  r,'  —  /i(  .J'j'  —  J-r'  )  h=  o 

- 1{,,  ^  If-  /,  -  a;  Y)  4-  ;5',  r/      -  h;,  -  //^  /.  '  =  o 


mo(l/>-, 

1110(1/''', 
1110(1^". 


Los  formules  (i)  montrent  qu'il  faut  distinguer  les  trois  cas 

/  -  I  >  s-, 


/  —  r  =  s-. 


Supposons  d'abord  r  —  i  >5.  On  a  ,a,  =  o  toujours  et  seulement  si  a  est  =o.  Suppo- 
sons a=/;a',  donc  (condition  do  figure)  X  ^  o.  En  prenant  a'  pour  «,  on  peut 
faire  X  =  i  ;  et  en  faisant  A,  =  X  =  i  dans  les  formules  (i),  il  vient 


£  4-/',u',  c'hi  xj'  —  yx'         ino(l/j'% 
p',Y/'=;^'(.r)'  — _^i-x'). 


n 


On  a  donc  iL^i=^v>  toujours  et  seulement  si  a'  est  h=^o;  si  ^  est  ^  o  on  peut  faire  iJ-,  =  i, 
donc  u.,  =/>.  Supposons  a^^o,  en  prenant  b^a^i'"'  pour  a,  on  peut  faire  X  =  o,  u.  =  i. 
Ainsi  on  peut  toujours  ramener  X,  a  à  l'un  des  trois  systèmes  irréductibles  l'un  à  l'autre 


>.  —  1 ,         [i.--o,p;  l—o,         ii.^\ 


I 


Supposons  maintenant  r  —  ^  =  s.  Comme  précédemment,  si  jj.  est  ssïo  on  peut  supposer 
X  =  I,  et  en  faisant  A,  =  A  r-  i ,  a  ~ pij.',  tx,  =  pu.\,  les  formules  (i)  deviennent 

c -i- /'n^c.' :^^xy' —  yx'         modp-, 
Y, +  p',y/  ^ix'{xy'~y.i-'), 

et  permettent  toujours  de  faire  li.',  =  o.  Si  tx  est  ^  o  on  peut  encore  supposer  [x  = 
X  =  o.  Dans  ce  cas  il  n'y  a  donc  que  les  deux  systèmes  irréductibles 

Supposons  enfin  r  —  s;  on  peut  toujours  prendre  bv-a^  pour  h,  donc  supposer  A  = 
On  a  vu  que  G  a  tous  ses  g/,-»-'  abéliens  toujours  et  seulement  si  l'on  a 


iiGUUG  (rs)  (22). 
c'est-à-dire  si  un  déterminant  au  moins  de 


a     a'     l/j''    ' 


(•,7 


est  ^o,  c'ost-à-dire  si  aji  —  ^a'  est  =^0.  Je  ne  déterminerai  que  les  types  pour  les(juels 
cette  condition  est  remplie. 

Soit  donc  X,  =  A,  a,  =  [j.,  ï.  et  u.  ayant  l'un  des  systèmes  de  valeurs  trouvés  plus  haut; 
on  peut  toujours,  en  prenant 


r   :- X  .  1-=:^«,  C  ^  O, 


'i~  {.i-y'  —  y.r')  =  l-np'-   '+>[-n'  — (.Q''— JJ^')]  =  o  iiiod/j' 


et  choisissant  convenablement  h  et  /i,  faire  dans  les  formules  (a)  a,  =  0,  a',  =  1.  Soit 
donc  a,  =  a  =  o,  a',  =  a' — ■  1 ,  donc  ^^o;  les  formules  (i),  (2),  (3)  deviennent 

(1)  Uç-i-ry'- yx')]  +  i:.i'=l-np''  ■'-hn[-n'—{.ry'  —  y.r')  =0         moû/j\ 

(:>.)      ^,l_'p'-  -  —  {y-^-clj-y/y  ' -I- />V/)  EH  ;  +  p;  £'—(/'+ c/.j;'j'/>''   '+/>V«')=o         inod/y, 
(3)      3, r/'- •?,,-/>'/.  ==ri-H[3;Yi'— H;,-/j-/.'  =0         imu\p<. 

Séparons  alors  les  différents  cas. 


I  "    /   —  I  >  .Ç. 

Si  l'on  prend  X  =  i ,  m  =:  i,  on  a 

^  — (j;/  — jx')  =  o  I 

|3,ri'-  ((3^4- 13'/)  =  n  -^  ^;  n'-  ((3^'+  p'j')  eh  o  ) 

On  peut  donc,  en  prenant  ,t'=  y  =  o,  ^  =  x=y=i,  y]'=!3,  yj  =  ^' et  choisissant 
convenablement  h,  h',  k,  k',  faire  [^,  —  i,  [i',  =  o;  d'où  un  seul  type 

ci''—b,         di'"=a,         d^cd  —  cai"'. 
Si  l'on  prend  A  =  i,  lk  =p,  on  a 

l  —  {xy' — yx')-Jr  pc^  ^p[ri' —  {xy' —  yx')]        ^o\ 

y  ~\  ■+-  (3',  ç'  —  y'  -^  o  I         mod/j-. 

[3,r/'-  (;3.r  -+-  P'_;-)  =  t)  +  (S'.Ti'-  (P*'-+-  P'/')  -  " 


On  peut,  au  moyen  de  h,  h',  k,  k',  faire  fi,  =  i ,  |3',  =  o  en  prenant 


ç'=:  j:''r=y  =:  o,  .T  =  I 


|  =  r/.^/=(3,         Y)  =  13;3', 
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d'où  un  seul  type 


I.KS    GROUPES    n  ORDRE  jr 


cl"  —:  h,  fil''  rrr  a,  (l    '  Cfl -—  cbl'"' al'"'  '. 


Si  l'on  prend  A  =  o,  u.  =  i ,  on  a 


;  () 
E^  o 


■) 


r  =  Y)'-(.r/-j/^') 

j'  =  H  —  j'  =  o  \        modp^. 

;3,r/-  ^x  z^-n  +  ;3;  r/-  (^  j?'+  ;3y  )  =  o  ^ex/p^-'   \ 

On  peut,  au  moyen  de  h,  h',  k,  k' ,  faire  ^i  =  i,  |3',  =  o  en  prenant 

l^-fi'  =  y  =  ?>,        ■n  =  ?>'?', 


i   =  JC'  ^^  o,  X 


d'où  un  seul  type 


c'''=  b,         cli''=  a,         d-^  cd  —  cbi'''. 


2"    r  —  I  =:  S. 


Si  l'on  prend  X  =  i,  ij:  =  o,  on  a 


£  --  (xy'  —  yx')  =  rn  =  o  J 

p,r/-  (p.r  +  i3>)  :^,r;  -<-  (3;-o'-  (§x'+  (3'/)  .=  o  ! 


modyu-. 


En  prenant 


r,  .-;':---:  r  =  0,  ^=:Xt=/=I,  Y)' =  (3,  ic'=j3'(3 


rva-' 


et  choisissant  convenablement  h,  h',  k,  k',  on  peut  faire  ^,  =  i ,  ^',  =  o. 
Si  l'on  prend  X  =  o,  [x  =  i ,  on  a 


i'^n'—{xy'  —  yx')  =o 

pi  Y)'  —  ;3a;  =  ï)  +  (3',  -o'  -  (;3x'  +  (S'y  -i-  £^y  y^'-'  )  =  o 


modp- 


En  prenant 


l'=x'=y  =  o,         x  =  i,         ^=n'z=y=(3,         v)  =  p;3', 


et  choisissant  cçnvenablement  A,  h',  k,  k',  on  peut  faire  [i,  =  i,  fl',  =  o.  On  a  donc  les  pre- 
mier et  troisième  types  du  cas  /•  —  i  >  5. 


I 
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3"  /■  =  .«.         (  >.  =  o,  p.  =  I  ). 

On  tire  des  formules  (1),  (2),  (3) 

E'==ri'—{j-y  —  j.v')  =  o, 

(5,r/— ;5x  =  Yi  +  ;3;rj'- (î3x'4- (3'/'+ SX»'--'), 
en  prenant 

;'  =  x'  =  7  =  o,  x=zi,  ;=r/  =  j'=[3,  r,  =  (3|3' 

et  choisissant  convenablement  h,  h',  k,  k' ,  on  peut  faire  ^,  =  1,  ^'^  =  o.  On  a  donc  un 
seul  type,  le  troisième  du  cas  r  —  1  >*. 


DELiXIÈME  PARTIE. 


DÉTERMINATION  COMPLÉ  TE  DES  GROUPES  D'ORDRE  p" 


Figure  (111)(1)(11). 
25.  D'après  les  types  connus  de  figure  (i)(i  i),  G  aura  des  équations  de  la  forme 

ai'—bi'  =  ci'=\,         di'=c^bf'a'^,         e'' =  d^  et  hP' a''' ,        f/'=:(fic"'h?"a'', 
e   'de  =  dc''b'''-n',        f-'df=d&'bV-'a'',        / ^  ef  =  ed 

et  l'on  a  0  =  o,  0=  o,i  pour/;  >  2,  o  =  o'=  o,  ou  o  =  o'=  i  pouryw  =  -2.  Les  conditions 
d'ordre  donnent 

«-!-£>.  —  èl'  =  [3  +  £p.  —  ôp.'  =  y  4-  £v  —  ôv' 

=  «  +  û.'-hô'l  =  jS  -4-  £i^'  +  â'f/  =  -/■+-  £v'+  ô'v  =  d'À'  =  ô>.'=  ô'v'=  o 

et  la  condition  de  figure  est  que  l'on  n'ait  pas  X^^^UEEEvsEïX'z^tji'ifEE  v'eseo.   Si  l'on  a 
0  =  0'  =  o,  les  conditions  deviennent 

«  =  £>  =  £/.',  [3  =  3//  =  c/Jl',  y  =  £V  S  £-/. 

Si  l'on  a/^>  2,  0  =  0,  0  =  i,  les  conditions  deviennent 

oc  =  ;3  =  y  =  >.  =  jx  =  V  =  }/  =  p'  ~  v'  =  o 

et  la  condition  de  figure  n'est  pas  vérifiée.  Si  l'on  â  p  —  2,  0  =  è' —  i ,  les  conditions 
deviennent 

ot  ES/,         (3  =  p,         y  =  v,         >,'=/ji'=v'=o; 

On  peut  donc  écrire  toujours  les  équations  de  G 

<://'=  c-''i>'H-«'>,         e''=d-^^cyb^a'^,        f-=d--^crb?'a''', 
e   ' de  =  d&' bv-d',        /-' d/—  de''  b\'-a>',        /  ' cf  =  ed. 


FIGCRE   (ill)(l)(ll). 

01  l'on  en  y\r(i /'■' e>'(t'f-'e/d' =pé'cFc'h'^'a^  a\ ce 
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L 


y  =  j'  -(-  ,r ,        X  '  =  y'  z  +  .»'  4-  .r , 


K'-p.  I 


x')- 


y 


l*"! } 

]-l } 


et  {/-eUi'y^J' t^'d-"' )-'/'- e^d-'f-e^'d^'  =  dr--'-^'é''b^'' a"'",  le  commutant  j  a,  b,  c,d\  étant 
abélicn,  H"  ...  s'obtiennent  en  retranchant  H'  ...  des  expressions  obtenues  en  y 
permutant  les  lettres  accentuées  et  non  accentuées  de  même  nom;  puis  en  posant 
(f'e^ d' )"=/'■" e''"d^"c'"h'^" a}'",  on  trouve  par  récurrence 

Z„=M3,         Y„=uy,         \„—iix+yzl'[-U, 
K  «  =  F  [ ■ J  "^  '^  '  ( ■ .......], 

"•='[ ■ h'{ i 

d'où,  pour  f/:=/>,  (f^e^d'')P ^  d'^^'-*^>'^^--'^c'i-b*'ra''i' 

*^/>  =  yf  +  y'  -  +  e'j-  (  -  V  +  V  ;)  +  ev  [.r  (  14-  /)  +  v;]  +  £v'  x:, 

»/'=  ^J  +  ;3'=  +£'/  =  (-  f^7  +  fx'5)  -H  £^[ ]  -H  eix'xz, 

A,,=  otKH-  a'^3  -1-  £'/;(— >>j  +  >.'j)  4-  £>.  [ ]-i-û.'  x:-, 

en  supposant  a;,  j,  z  <Cp- 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  de  G, 
qui  est  , 

d,  =  (fic'O'a'',         c',=.f=erd'^c'0''a'',         f  ^— f-' ev' d>'' c'' b''' a''' , 


avec  o  yà  ^i^xy'  —  :;_/') 


l      r,       Ç 


et  où  l'on  suppose  3c,y,  z,  x  ,  y,  z' <ip,  do'it  véritier 


^"     r/'     Ç" 

en  général  (j,j',j\  étant  des  entiers  arbitraires  </>), 

£(j;-^o>+ô'^)=£(ô-+-2y),         £(y^'  +  oy-+-ô';')=£(â'+2y'), 

<  -+-  Evy,  =  L",        5  4-  £/iy,  =  K",        /•  4-  £>.y,  =  H". 


'  =  /-'—-/'-+- /V'i 
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LKS    GROri'ES    d'oKDKE  p'' . 


PREMIER    CAS.     —    p    IMPAIR. 

La  transformation  des  exposants  des  équations  de  G  résultant  du  changement  de  géné- 
rateurs précédent  est  définie  par 


(I)      (  r,)., +Y)>, +Y)''v,  =  9(;x7  +  fx':;), 
Ç?.,  4-Ç>, +r'v,  EE.9(vj  +  v'.^); 

(3)         r,«.  +  r/;3,4-r/'y,  =B,„ 

f  ça,  +  r;3,  +  ry,  =  C„; 


(^) 


(4) 


5(vj'+v';'); 


(  ;■/.;  +  ?>;  + ri 


A^,,  B^,,  C^  désignant  ce  que  deviennent  A^„  B^,,  C^,  quand  on  y  accentue  x,y,  z. 

Remarquons  que  C'=  \c'b^c^-,  c'' b'^' a'' \,  plus  grand  commun  diviseur  du  commutant 
et  du  central,  est  caractéristique  dans  G  et,  à  cause  de  la  condition  défigure,  d'ordre  ^p. 
Il  y  aura  deux  cas  à  considérer  suivant  que  C  est  cyclique  ou  non. 


1°  C  cyclique. 

En  prenant/non  permutable  à  d  etc^b^'d''  pour  b,  on  aura 

e-Ule  =  (/bV;        f  'df—db,        f'ef  —  ed; 

d'où,  en  prenant/~!^e  pour  e, 

e  'de  =  d,        f  'dj—dh,        f  'ef=ed, 

et  tout  changement  de  générateurs  conservant  ces  équations  doit  vérifier,  en  plus  des 
conditions  générales,  les  conditions  suivantes,  tirées  des  formules  (i)  et  (2), 

les  formules  (3)  et  (4)  deviennent 

2a, -t-t"-/,  =aj,  !«;  4-H"y;  '         =«/-t-«'.V, 

ç«,  4-ry,  ^yr,        ?«',  +  ;"■/',  .^  ■//  +  /;', 
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et  l'on  voit  aisément  que  les  types  de  G  correspondent  à 

a=:)/=;(3  =  o,        o£'=/=o,        j3'=:o,i;        a=:y  =  (3  =  o,        «'  =  0,       y'=i,       [3'  =  o; 
a  =  yizzo,         (3  =  1, N,         a'=/=zo,         (3'  =  o; 
'  a  =  o,         "/  =  i,         (3=0,         a'=y'=o,  (3'=o,i; 

<3t  =  o,         y  =  '>         (3^0,         «'=:;         y'=(3'=o. 

a  =  y  =  (3^o,         a'=o,         y'=ro,i,         (3'  =  o;         a  =  y  =:  «'=  y'=:  (3'^o,         (3=:i; 
_  a  =  y  =  a'  =  y'  =  o,       (3  =  — i,       (3'  =  o,i; 

'  o£  =  y=o,      (3=1, N,      a'=i,      y'  =  (3'  =  o;      «  =  0,     y  =  i,      (3=0,      a'=y'=o,      (3'=o; 

a  =  o,      "/  =  ',      (3:=o,      a'=i,      y'=(3'=o. 


=ys'-^/ 


2°  C  /«o/t  cyclique. 

En  prenant  c'b^a}-  pour  a,  c^b^'a^'  pour  è,  on  a 

e^^de  =:  da,        /~^d/=db; 
des  formules  (1)  et  (2)  se  tirent  les  conditions  suivantes  : 

et  les  formules  (3)  et  (4)  deviennent 

e(j«i  +  /P.)  +  ryi=«7+«'--£'y^^,     B{yc^\+y'  ^\)^l'y\^cy'  +  a'  z'  -e  y"z' , 
9(5«.  +  ^'(3,)  +  n"y,=  [3/H-(3'3  +  £'y.-%     B{z^[+z' ^\)+-fi"y\^^y' +  ^' z' +t' y' z'\ 

Si  nous  laissons  de  côté  le  cas  y^y'==o  où  G  est  produit  direct  de  }  c  j  par  \a,  b,  d,  e,  f\, 
g^'  de  figure  (ii)(i)(ii),  nous  pouvons  toujours   faire  y,  =  o,y'|  =  i,  et  en  supposant 

Y.  =  ï  =  o,  y',  =  y'=I'  on" 

3  =  0,         B  =  yz',         V'^-J, 

s'«[34=(3,  yii"(3;  +  Vs(3/+(3'3'-h£'/^'-^ 

et  l'on  voit  que  les  types  de  G,  pouryy  >  2,  correspondent  à 

«  =  0,1,         {3  =  o,         a'=(3'=o;  «  =  0,         (3  =  1, N,         a'=(3'  =  o. 

F.  -  10 
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LES    GROUI'ES    D  ORDRE  p 


DEUXIÈME    CAS    l  p  =:  2. 

TypeS  =  ô'  =  o  deG\A. 

Comme  on  peut  prendre  c^bv-a}  pour  c,  on  peut  toujours  supposer  X  —  [a  =  o,  v  =  i; 
d'après  les  conditions  d'ordre,  les  équations  de  G  non  communes  à  tous  les  types  seront 

d'-=c,         e^=zc-<b^a'^,        p—ctb^a'^',         e'^de—f'df—dc. 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  cette  forme  des  équations 
de  G  doit  vérifier  ^"^yj"=;o,  'Q'=^\,  yz^E^y' z'=^o  et  fournit  sur  les  exposants  des  équa- 
tions d(^  G  la  transformation 


«/'  +  «'-'. 


r,a,  +  r/(3,  =(3y'  +  (3'5,         r,«',  +  r/[3;  =pj'+(3'^', 

Ça,  +  r  (3,  +  y,^  yj  +  /s,         £a',  -h  Ç'(3',  +  ■/,  ^  y/  +  y'^'. 

Des  quatre  premières  on  tire  :  a,  ^\  +  ^,a',  E^aj3'4-  [5a'  et  en  remarquant  que  les  deux 
seules  hypothèses  possibles  sont  :  y  =  s'  =  i ,  j'  =  :;  =  o  et  j  =  ^'  =  o,  j'  =  ^  =  i ,  on  voit 
que  l'on  a  a,EEE^;EEEEO  toujours  et  seulement  si  l'on  a  a^j35=£o  ou  a'^  P'^o.  S'il  n'en 
est  pas  ainsi,  on  peut  faire  a,  =  o,  j3,  =  i,  et  en  supposant  a,  ==  a  =  o,  ^,  =  ^  =  1, 
on  a  a',E^a'.  Si  a'  estE^i,  en  prenant  ^  =  s',  yj  =  j'+ ^  s',  i'=^,  ?]':=/ +  j3'^,  on. 
obtient  ^',  =  0;  si  a'  est  ^o,  on  a  ^'^o,  iseej -4- jî's,  j^'^^j'+p^',  d'où,  en  ajoui 
tant,  P'i  Hs^'.  Si  l'on  a  a;^pE^o  ou  a's^  j^'s^o,  on  peut  faire  a,^  P,:e^o,  et,  en  supp* 
sant  a,  =  a  =  [3,  =  [3  =  o,  on  a 

o  =  a'  ^  =  (3'  2,         4«',  +  I'  (3',  =  a'  5',         r.a',  +  r/  (3',  =  (3'  s'  ; 

on  a  donc  a,ssP'|E^EEo  toujours  et  seulement  si  l'on  a  a'sEs  j3'sïso,  et  si  cette  conditio 
n'est  pas  remplie,  on  peut  faire  a',  —  o,  P,  =  i.  On  peut  donc  toujours  faire  sur  a,  p,  a',  p' 
l'une  des  cinq  hypothèses 


«  =:  o, 


[3  =  1 


a  =1, 


«  =  0,         (3  =  0,1,         a'=o,         (3' =  0,1 


J 


avec  a,,  p,,  a',,  (3',  =  a,  [3,  a',  j3'. 

Dans  l'hypothèse  a  =  p' =  o,  |3  =  a'=i   on   peut  toujours  faire  y,  =  y'i  =  o,  d'où  le 

type 

a  =  (3'  =  y  =  y'=o,         j3  =  a'=i. 

Dans  l'hypothèse  a  =  p  =  a' =  [3'  =  o,  on  a  y,  +  yî^sEsy  +  y'  et  y,y',ïEsyy',  d'où  les  trois 
types 

y  =  y'=o;  y  =  o,  /=i;  y  =  y'=:i. 


*  FIGURE    (lll)(l)(ll).  ,  ^5 

Dans   l'hypothèse    a  =  j3  =  a'=  o,  P'=  i,    on    peut    faire   y',  =  o,    et    en    supposafit 
y',  =  y'=  o,  on  peut  faire  y,  =  o  en  prenant  j  =  o,  j'  =  i,  (^'=  y,  d'où  le  type 

a  =  (3  =  a'=-/  =  y'  =  o,         (3'=i. 
Dans  l'hypothèse  a  ^  a'  =  ^'  =  o,  j3  =  i ,  on  voit  de  même  qu'il  n'y  a  qu'un  type 

Dans  l'hypothèse  a  =  a'=  o,  [3  =  ^'=  i,  on  peut  faire  y,  =  oet,  en  supposant  y,  =y  =  o. 
on  a  y'i  ^y',  d'où  les  deux  types 

,«r=a'=o,         (3  =  (3'  =  i,         7  =  0,         y'=o,i. 

Type5  =  ^'=\  deG\K. 

On  voit  comme  pour  le  premier  type  de  G  ]  A  qu'on  peut  toujours  ramener  les  équations 
de  G,  non  communes  à  tous  les  types,  à  la  forme 

d'-:=c,         e'-^dc^h^a'^,        f- —  dct  h^' a«-' ,         e-^de  —  dc,        f-'^df—d. 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  cette  forme  d'équations  est, 
en  tenant  compte  des  conditions, 

a,  =  c^6V<^         bi-=c^b'^  cfi ,         Ci  =  c,         dt  =  dc''',         e,—/^ed-^c'b''a'', 
ft=fd-''c''b'''a"',         ^r,'— Y)|'=i 

et  fournit,  pour  les  exposants  des  équations  de  G,  la  transformation 

w,  +  r)'(3,EEE(3  +  [3's,  Yjoc'i  +  r/p'.-p', 

•27'  +  y', +  Çai-HÇ'(3,  EEEy +  (y'-t-i)3,  y',  +  Ça', -t- Ç'!3',  =y'; 

on  voit  alors  qu'il  y  a  six  types  de  G  correspondant  à 

«'=(3'  =  o,  oc  =  o,         (3  =  0,1,         y  —  o,         y'  =  o,  i; 

«  =  o,  |3'=i,  ot  =  0,1,         (3  =  y=:y'=:o. 
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LES    GROUPES    D  ORDRE  /j" 


Figure  (11)(1111). 
26.  Les  équations  de  G  auront  la  forme 


'n 


aP=:bP=i,  cP=bPa'^,        dp—b^'ao-',  eP  =  b?' a""' ,  fp—b^'a'^', 

d-^cd=cb'^ai,     e-^ce=  ob'^at,     f'^^cf—cb'>"ar,     e-^de  —  db'^a^,    f-'^  df^dbV-' a^' ,    f-^ej  =  eb-'a^. 

Les  conditions  d'ordre  sont  toujours  vérifiées,  la  condition  de  figure  est  qu'un  détermi- 
nant au  moins  de  la  matrice 


o          o 

y 

l 

y' 

i'  y"  r 

-y       -l 

o 

0 

d 

^    S'    p.' 

-y'    -X' 

-ô 

-F 

0 

0      Ç       V 

—  y"   —  r 

-d' 

-H-' 

-K 

—  V         0         0 

soit  ^o. 

On  établit  facilement 

les  formules 

^  :=^  y x' y  -h  y' x' s  4-  y"a;'  u  -+■  êy'  z  +  §'v'  u  -ht^z'  u, 

K  =  X^'j  ^Vœ'  z  -+-  \"x'  u  ■+-  [xy'z  -h  II' y  u  -\-i)z'  II, 

(/''e^^Wy'c^')-'  {f<^  e- dr  0=")  {f"'e~dy'c='')  —  f  e- dr  c^  b^' a^' , 

W  =  y{xy'  —  yx')  +  y' {xz'  —  zx')  -^  y" {xu'  —  ux')  +  o{yz'  —  zy' ) -^  è' {y u'  —  «/ )  +  Ç(5i/— «^ 

YJ  =  l{xy'  —  yx')^l'{xz'  —  zx')+\"{xu'—ux')-^lx{yz'  —  zy')+[>.'{yu'—iiy')  +  -j{zu'—uz'\ 

(Nous  formerons  des  expressions  désignées  par  H",  K",  H",  K'"  en  remplaçant  dans  H' 
et  K'  x',  y,  z',  u'  par  x",  y,  z",  u",  x'",  y",  z'",  u'"  ;  des  expressions  désignées  par  H"'K"'  e 
remplaçant  dans  H",  K",  H'",  K'"  les  quantités  x,y,  z,  u  par  x',y,  z',  u'  des  expressions 
désignées  parH"  ",  K""'en  remplaçant  dans  H '"'K'"'  les  quantités  a;',  y,  z',  u  par  a?",  j",  s",  a".) 

{f'e'dyc'')P=b^pa^P, 
Hp=  XX  +  x'y  +  «"^4-  (x"u  -hs{yxy  -h  y'  xz  +y"xu  -\-èyz  +  è' y  u  -ir^su), 
Kp=:  (3a?H-  (3'j  4-  ^"z  +  (5" M  -^-tÇkxy  -\-Vxz  -irH'xu  -^- [i-yz  -^  n'yu  +  vzu). 

(Nous  formerons  successivement  des  expressions  désignées  par  H^,  K^^,  H^,  K^,  H™,  K 
en  ajoutant  chaque  fois  un  accent  aux  lettres  x,  y,  z,  u  de  H^,  K^.) 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  est 


a^b-^a^,         b^—b-^'aS',         Ci=f"e-dyc''b''a'', 


d^—  f"' e~  dy' C^  b'''a'''. 


-- f^"  e-"  dy"  c^' b''' a''' ,        /,  —  f' e-' dy"  d'' b''' a"' 


FIGURE   (ll)(l  I  I  l). 
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avec 


(^Y)'  — O^o        et 


X  y 

X'  y 

x"  y" 

•"  y" 


X 


u 

II' 

II" 

u'" 


D 


;o; 


les  relations  qui  en  résultent  entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  valeurs  des  exposants 
,sont 


r)yi  +  Yi'X,  =  K', 

Y)â,+  Ï)>1=K"', 


Y)«,  +  Yl'  j3i  s  Kp,         fix'i  -H  Y],  (3',  EH  K;,,         r)a"i  4-  r/  (3", 


ny';  +  -n'X';sHK% 
r)Ç,  +  Yi'v,  =K"', 

?<+?'(3';'  =  h;;, 

r)<+Y)'(3';'=K'i'. 


•^/)> 


La  discussion  directe  de  ces  formules  étant  compliquée,  nous  allons  d'abord  séparer  les 
types  de  G  en  classes  distinctes,  au  moyen  de  considérations  empruntées  à  la  théorie 
générale  des  groupes. 

Nous  distinguerons  d'abord  entre  les  types  de  G  où  le  commutant  est  cyclique  et  ceux 
où  le  commutant  est  le  central  ;  dans  ce  dernier  cas,  ou  bien  il  existe  un  élément  c  non 
normal  tel  que  le  p.'  p.  c.  m.  des  commutateurs  c~'  g~*cg,  g  parcourant  G  soit  d'ordre  p, 
ou  bien  un  tel  élément  n'existe  pas.  On  peut  voir  que  dans  ces  deux  hypothèses  G  contient 
un  gp'  abélien.  Soil,  en  effet,  dans  la  première  hypothèse,  /  un  élément  non  permutable 
à  c,  on  aura  par  un  choix  convenable  de  a 


d-^cd  =  coi, 


'ce: 


:  caï',        f~^cf:=.ca 


et  \a,  h,c,  f~^d\  est  un  g^/  abélien.  Dans  la  deuxième  hypothèse,  on  aura  quel  que  soit  c 

d-^cd=icb^ay,         e~^ce^=ca,        f-^cf=icb 

et  j  a,  b,  c,f~^e~^d\  est  un  g,/  abélien. 

Les  conditions  de  figure  exigent  d'ailleurs  que  G  n'ait  pas  de  gy  abélien,  car,  s'il  en  a  un, 
ses  équations  peuvent  prendre  la  forme 

d-'^cd  =  e-''ce  —  c,        f-^cf=ca,        e~^de  =  d,        f-^df—db'f-a^,        f-^  ef  =z  ef  a^, 

OU,  si  l'on  prend  dc~^  pour  d,  ec~^  pour  e, 

d-icd  =  e-^ce  =  c,        f-^cf—ca,        e-'de  =  d,        f-^dfz=dbV;  f-^ef—eb''. 


j^  TES    CROUPES    d'ordre  p* . 

OU,  si  l'on  prend  b^  pour  A  (il  faut  [/.v  ^  o), 

d  'cd:=ze-'ve~c,        f-'cf=:ca,         c'de^d,        f-'df—dh. 


tUf=eb\ 


mais  alors  eâr^  est  normal. 

Lorsque  le  p.  p.  c.  m.  des  commutateurs  c-'  g~'cg  est  d'ordre  p,  le  g,,»  non  abélien 
\a,  b,c,f-f(/,  rf-T'e|  où  c  est  normal  est  de  figure  (iii)(ii).  Inversement,  si  G  contient 
ung^/de  figure  (i  ii)(ii)  \a,  b,  c,  cl,  e  j  où  c  est  normal,  le  p.  p.  c.  m.  des  commutateurs 
c-'-g-'cg,  c  parcourant  G,  est  d'ordre  p.  La  première  hypothèse  équivaut  donc  à  celle-ci  : 
G  contient  un  g^»  de  figure  (i  i  i)(i  i)- 


Premier  cas.  —  Le  commutant  de  G  est  cyclique. 
27.  On  sait  ('  )  que  les  équations  de  G  peuvent  prendre  la  forme  suivante  : 

aP  =  hP=:i,         cP=b?a'',         dP—b^'a'^',         eP—b^"a'^",        /P=b^"a^", 
d-'cd—ca,         e-''ce  =  c,        f-'cf=c,         e-~'de  —  d,        f-^df—d,        f^'ef—ea. 

Si  l'on  a   ^  =  ^'=^"^e^'^"'^o,  G  est  produit  direct  par  jèl  du  g-/  \a,  c,  d,  e,f\  de 
figure  (i)  (il  r  i)  dont  nous  counaissons  les  deux  types.  Nous  supposerons  donc  que  l'on 
n'a  pas  ^^^'^  ^"^^"'ssso.  Comme  G]  j  é  j  est  un  g^»  de  figure  (i)(iiii),  les  équations  s 
mod  i  6  j  pourront  être  réduites  à 


€'•=«=',         dP=a'^,         eP  =  fP=i, 


(a  =  o,  I, 


«'=0 


pour       p  ^  3), 


(a=ra'=:o,  arzza'rri  pour       /j  =  2), 

et  les  équations  absolues  de  G  auront  la  forme 

c"=6M,         dp=b?'a'^',         cPz=bP"',        fp=b?", 
d-'cd=cb'^a,        e-'ce  =  cb'>',         /-'c/=r  cè> ',         e-'de  —  dbV-',        f-^df  =  dbV-,       f'^ef—eWa. 

l'hypothèse  exigeant  X  —  veesVe^jj.'^V'^[ji."^o,  les  équations  seront  en  prenant  J^a.| 
pourrt 

cP—b^a'>-,         dP=b^'a'^',         eP=b?',        fp—b?', 
d~^cd=^ca,         e~''ce  =  c,        f-'^cf^=c,         e''de=zd,        f-^df^d,        f-^e/^  ea, 

et  l'on  peut  toujours  supposer  a  =  o  ou  i ,  a'  =  o  pour  />  >  2,  a  =  a'  =  o  ou  a  =  a'  =  i 
pour  ;>  =  2. 


(*)  De  Séguier,  Élémentx  de  la  théorie  des  groupes  abstraits,  n°'  143-14-6. 


FIGURE    (il)  (il  II).  nn 


1°  p>-2. 

En  prenant  fe'd^c''  (x^o,  <^^x-h  [3'j'+  ^"s  +  ^"«^i)  pour  c,  ed'"'  pour  e,  fd-^'''" 
pour/,  puis  e*  pour  e,  a*  poura,  on  obtient  cP  —  ba'^  tout  en  conservantia  forme  des  autres 
équations.  En  prenant /""e'"  pour  «./"'"e^"  pour/  ((^"z" -i- f^"'u"=o,  z"u"' -  z"'u"~i),  on 
obtient  e''=  i.  Les  équations  de  G  non  encore  simplifiées  prennent  alors  la  forme 

c  =  ba'^,         di' z=.  0?',         eP—\,        fp—  b?'",         ( a  =  o,  i ). 

Les  formules  de  la  transformation  la  plus  générale  résultant  d'un  changement  de  généra- 
teurs conservant  les  exposants  déjà  fixés  sauf  a  sont 

1  =  ^/    —yx'   +zu'  —uz'   =  x" y" — y" x" -\- z" a"  —  u"  z" ,         ï)  =  o,         |ï)'^o. 
o~xy"  —yx"  -^zit"  —uz"  =  xy'"  —yx"  -\-zu"  ~uz"', 
o=x'y"  —  y'x"~\-z'u"  —  u'  z"  ^  x'  y'"  —  y'  x'"  -+-  z'  «'"  —  u"  z" , 

^ai+^'  =  «^,  Yi'      =x   +(3'y    -+-^'"11, 

l' p;        =  ax',         r/  (3;  E=x'  +  |3'/  +  (3'" li, 

o  =ax",  o       =  x"  +  ^' y"  +  ^"' u" , 

^'(37        ^ax-"',         Y)'[37=a;"'+(3'/"+(3"'M"'. 

Ces  formules  montrent  que,  si  l'on  a  a  =  i,  P'i^^"'e^o,  on  peut,  en  prenant  ^'=ri', 
faire  a,  =  o.  Nous  aurons  donc  à  examiner  deux  cas  seulement  : 

oc.—  o,  alors  le  groupe  P  des  /j-ièmes  puissances  des  éléments  de  G  est  d'ordre  ^p, 

a  =  I,  p',  p'"  n'étant  pas  tous  deux  ^o,  alors  P  est  d'ordre/?-. 

Soit  d'abord  a,  =  a  =  i.  Si  j3'  est  ^o,  on  ne  peut  faire  p,  =  o,  car  on  aurait 
a;';;==y==«'==a;"^j"EEHM"E:so,  donc  Dî^o;  mais  on  voit  directement  que,  en  prenante^' 
pour  c,  e^'  pour  e,  aP'  poura,  ^P' pour  b,  on  obtient  d''=^b,  puis  qu'en  prenant /c/^f*'" 
pour/,  eP"'f  pour  c  on  obtient/'' =  i.  On  a  donc  le  type 

dp—b,       fp—i. 

Si  p'  est  s^o,  donc  ^'"^o,  on  peut,  en  prenant /P'""'  pour/,  e^'"  pour  e,  obtenir //"=  b. 
On  a  donc  le  type 

dp=i,        fP—b. 

Soit  maintenant  a  =  o.  Si  l'on  prend  dc~^  pour  d,  on  a  </''=  i  ;  puis,  en  prenant /c~P"' 

pour/",  e~P'"<:/ pour  rf,  on  a/''=i,  sans  que  les  autres  équations  changent.  On  a  donc  un 

seul  type  : 

cP=ib,         dP---eP=fP—i. 
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LES    GROUPES    D  ORDRE  p^ 


2°  /)  =  2. 

'  II  y  a  trente  systèmes  (aa'[3  j3'p"j3"')  correspondant  aux  quinze  systèmes  ([3^'^"^'") 
autres  que  (oooo).  Nous  désignerons  les  systèmes  (i  i  j3  P'  [3"  p'")  par  a,  b,  . . . ,  les  systèmes 
correspondants  (ooj3  p'^''^'")  par  a',  b',  ....  Soit,  en  sous-entendant  (aa'), 

a==(iooo),  b=:(oioo),  c  =  (ooio),  d  =  (oooi),  e=:(iioo), 
f  =  (ioio),  g=:(iooi),  h=(oiio),  i=(oioi),  jr=(ooii), 
k=:(0IIl),  1  =(lOIl),  m=(iioi),  n=(iiio),  p=r(llll), 

a,  b,  ....  a',  b',  . . .  désigneront  aussi  les  types  de  G  correspondant  à  ces  divers  systèmes 
d'exposants. 

On  voit  directement  sur  les  équations  que,  en  prenant  c  pour  d  et  d  pour  c,  on  ramène 
b  à  a,  b'  à  a',  h  à  f,  h'  à  f,  i  à  g,  i'  à  g',  1  à  k,  là  k';  si  l'on  prend  e  pour  /  et/pour  e,  on 
ramène  d,  d',  g,  g ,  n,  n'  respectivement  à  c,  c',  f,  f,  m,  m';  si  l'on  prend  c  pour  e, 
e  pour  c,  rf  pour/,/pour  (/,  on  ramène  j',  m',  c'  respectivement  à  e',  k',  a';  si  l'on  prend 
ba  pour  b,  on  ramène  e  à  e';  si  l'on  prend  de  pour  d,  on  ramène  a,  f,  1  respectivement 
à  e,  n,  p.  Tous  les  types  distincts  sont  donc  obtenus  en  prenant  seulement  a,  c,  f,  j,  k, 
a',  f,  k',  p'. 

En  formant  pour  chacun  de  ces  types  les  carrés  de  quinze  éléments  ^  i  et  indépen- 
dants mod  A,  on  voit  que  c  et  k  ont  modA  un  seul  e^;  a,  f,  j,  k'  en  ont  trois;  a',  f,  p  en 
ont  cinq. 

Or  le  changement  de  générateurs 


c,  =  c,         c?,  =  edc, 
ramène  k  ii  c.  Les  changements  de  générateurs 


e,  =  e. 


f^=fec 


c,=  c,  di=/d,         ei=fec,        fi=f, 

Ct=/dc,         di=/e,         e^—fed,        /,r=/ec, 
bi=^ba,         c^zr^fc,         d^=Lfec,         e,  =  c,        f-^^z^de 

ramènent  respectivement  f,  j,  k'  à  a.  Les  changements 


Z',=  ha.         Cl  =:  de. 


di=fd,  e,  =  fedc,        /,  —  /, 

rf,  =  fedc,         e,  =  ec,  f\=fc. 


ramènent  respectivement  f,  p'  à  a'.  Il  y  a  donc  trois  types 


C*=:  rf*=r  a. 


r=b; 


d^=e'—p—b\  c-'—b,  d'  =  e-'—P=\ 
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Deuxième  cas.—  G  a  poun  commutant  le  centrai,  et  contient  un  g,/  de  figure  (i  i  i)(i  i). 

28.  En  prenant  pour  cinq  des  générateurs  de  G  les  générateurs  de  ce  g^»  (qui  contient 
le  central,  ici  p.  g.  c.  d.  des  g^,»),  les  équations  de  G  qui  n'expriment  pas  les  puis- 
sances/j-ièmes  sont 

d-^cd=e'^ce  —  c,        f' cf=  cH'cû,         e-^de  =  da,        f^Ulf  =.  dltV- a^ ,        f-^e/=eh'' a-. 

Si  l'on  prend /e~'^<i^  pour/,  on  obtient  f~*df=  db^,  f~^ ef^  eb'.  Le  commutant  n'étant 
pas  cyclique  on  n'a  pas  X^ui^v^o,  on  peut  donc  prendre  pour  c  un  élément  e~d'c'' 
tel  que  l'on  ait  x^o,  "kx -h  uj -i- v z ss  i  ;  en  prenant  ensuite  dcr^  pour  d,  ec~''  pour  r, 
puis/e~^a  pour/et  enfin  ba'<  pour  i,  on  obtient 

d'cd  r=:  e^'ce  =z  c,        /~^c/^=  cO,         e   'de  =:  da,        /~'d/=:  d,        /''e/:=e. 

Le  changement  de  générateurs  conservant  la  forme  des  équations  doit  vérifier  l'un  des 
deux  systèmes  de  conditions 

^  \  r:  =  x=u^x''=u"'^o,         f)  =  x'i,"—u'x",         l^^yz^—zf,         r,>' ^  o. 

,  r,  =xu'  —  ux'=xu"—ux''  =  x'u"—ux"=x'a"—u'x"'~x"u"'—u"x"~o, 
*  ^  ^  r^^y^z^y^  z"  ^  o,  l  ^y  z--  z'y,         r/  ^  xa"-  ux",         lr>'  ^  o, 

et  les  relations  entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  valeurs  des  exposants  sont,  si  l'on  sup- 
pose (A)  véi'ifié, 

£'(3i  =  «>    -H  a";    +£/-,  r,î(i  =  (3'j  4-|3"j, 

^'(3',  =  oLx'  4-  «'"«',  Y)«',  =  ^x'  ■+■  P'"u'  +  tx' li, 

^i^\  =  0Lx'  -i-CA"  u",  -^iaî  s  (3 x"  +  P'"  u"  +tx"u\ 

H'  j3';  =  <x'y  -h  «" z"  -t-  £ j'"  ='",  r^<x";  =  (3 y'"  +  ^"  z'", 

et,  si  l'on  suppose  (B)  vérifié, 

2a,  =  oto-    -^  al" u,  t/(3,  =  j3a-    4-^'""   -^zxit, 

?«;  ^  a^y  +  «"=■  +  tyz\  •o'P;'^  (3'/  +  ^'z-, 

lx[  ^  oL-y  +  a"^'  +  £/'-",  r/  (3;  =  p^"  +  (3' ^", 

1x1=  eux"  4-  «'"«",  ^'(3';'s  ^x"  -H  [3"'«"'4-  £^"«"'. 
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LES    GROUPES    I)  ORDRE  J) 


Pour  que  l'on  puisse  faire  a,  =  a';'  =  o,  (A)  exige  ^'=^"=0  et(B)  exige  a.  =  «."'-^.o. 
i"  Supposons  qu'aucune  de  ces  conditions  ne  soit  remplie  et  prenons  avec  (B) 

a- ^  !,«.'",       u^h»,       y'^h-'^\         z'^-h-^'^',       (3y'+;3"^")(^x"'+y",/"')^o, 

h ((xx" -î-  a" //"' )  ~  P'y"  +  (3" z", 

on  oi)tienta,  ïEE^',sso,  a'j  =  ^';ess  i .  En  supposant  a,  =  a  =  ^  ',  =  ^'  —  o,  a,'  =  a"=Jiï  —  !i"=  i . 
on  a  avec  (A) 

x'yz"ii"^o. 


z  =  II'  =  o,         e=  u'  =  yz",        ï)  =  5"  EEi  .r'  a" 
z"p,=  x',         u"o^\  =  p,         u"^'l=oi'y"^oi"z"',         y''a';  =  ,3x"+,5"'(/", 


et  avec  (B) 


ixii",         .ry'z"n"^o. 


z'=u  =  o,         l~u"'  =  y'z",         Yi'  = 
"«;  =  «',         u"'^^=^,         u"'x\=oi'y"+x"z"         z"'^";=^x"'^'fi"u". 


Pour  que  l'on  puisse  faire  a', see^o,  (A)  exige  ^e^o  et  (B)  x'e^o. 
Supposons  a'P  ^  o,et  prenons  avec  (B)  : 

z'^x',         ""'=p,         x=/-'sa'3-',         j-'  =  ~x",         ^•"'^-p'",         x' =  II' =  x' ^- u"  =0^ 
nous  avons  y.\  œee  fi,  ess  i ,  a'|  s^  pî's=  o,  d'où  le  type 

ci'—b,         di'~a,         ei'=b,         fi'—a. 

Supposons  a'^E^o,  on  peut  faire  a',  =  o,  soit  donc  a',  =  a'=  o,  on  voit  que  ji,  est  sso 
toujours  et  seulement  si  ^  est  eee?o.  Supposons  P^o,  (A)  est  impossible,  (B)  exige 
^,^o;  et,  en  prenant  avec  (B)  h'ss^,  a:-°'=s— ^"',  on  obtient  P,;eesi,  jî'i'sso.  Soit 
fl=^,  =  i,  ^"=P"'=o,  doncu^EEEEi,  x'"^o,  a';=EEa"s".  Si  a"  estïsïo,  on  a  a'^^so,  et 
si  a"  est  ^o  en  prenant  avec  (B)  z"^^ci."-\  on  obtient  a", seei,  d'où  les  deux  types 


d'  =  b,     di'  : 


ei>  =  b,    fi'  =  a  ;         c''  =  />,     il''  —  i ,     e''  r=  6f/,    /''  —  n. 


Supposons  ^  donc  |5,hsso,  on  voit  que  les  deux  cas  a" ^'"seo,  a"^"pÉo,  sont  irréductibles 
l'un  à  l'autre.  Si  a"j3"'  est  ^  o,  on  peut  faire  a.\^EEèi,  et,  en  supposant  a",  =  a"=i,  on 
a  rli^P'%  d'où  /p  -  i  types 


c":^d''=i,         eP=zba,        fi'-^bP'a,         (;3"'-.  i ,  2,  ...,/>  — i). 
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Si  a"[3"'  est  =  :o,  on  voit  les  doux  types 

cl'  =  di'  =1,     ei'=b,    fi'  =  ba  ;         t''  =  cV'  =  i ,     e''  —  b,    fi'  =  a. 

■i."  Supposons  maintenant  a ^; a'" sso  ou  ^'eeeeeP"£sso,  on  peut  faire  a|  =  a'j'=o.  Soit 
donc  'j.^  —  rf.  —  a'i'—  %"  —  o.  Si  l'on  n'a  pas  P'eesP"sho,  (A)  est  impossible,  et  d'après  (B) 
on  trouve  les  types  correspondant  à 

(3'=0,      P"=I,      P  =  0,      (3"'=:0,I,      «'=0,      «"=--:  0,i; 

p'=o,     f3"=t,     p  =  o,     (3"'-o,i,     «'=1,     «"=0. 
si  l'on  a  ^'sseP"e.^o,  on  trouve  qu'il  y  a  trois  types  distincts  correspondant  à 

a'={3  =  o,     s!"=ij3"'=i;         a'=a"=:o,     (3  =  o,     ^"'— i:     «'=«"=  (3  =  (3"=  i. 

2"    />  =:  2 . 

Les  formes  quadratiques  irréductibles  qui  se  rencontrent  dans  les  seconds  membres 
montrent  que,  si  l'on  a  a'^sa"^  ^^^'"rjisi,  on  a  nécessairement  a',  ^a", ees  jB,E^[i'î'?s  i. 
Dans  ce  cas  on  trouve,  comme  précédemment,  qu'il  y  a  trois  types  distincts  corres- 
pondant à 

a  =  (3'=o,     a'"— ;3"— i;       ■  «  =  «"— (3'=:o,     (3"=i;         «  =  «"— (3'==  (3"=  o. 

En  dehors  de  ce  cas  on  peut  faire  a',  =  %\  =  o.  Soit  donc  a',  =  a'=  aj  =  a"=  o.  Si  l'on 
a  j3 EEE p'" EEH I ,  (A)  est  impossible,  (B)  exige  ^,esP'|';esi,  j'^'s^y"^";ssEo  et  montre  qu'il 
y  a  six  types  distincts  correspondant  à 

a  =  o,      a'"  =0,1,      (3'={3"=ro;  Ot  =r  o,       0c"':;=O,I,       j3'::=0,I,       (3"r=I. 

Si  l'on  n'a  pas  j3e^^'"5:^i,  on  peut  faire  ^,  =  p,"=  o;  en  supposant  p,  =  [3  =  ^f\=  ^"=  o, 
et  remarquant  d'abord  que  tout  système  (a  a'")  peut  se  ramènera  l'un  des  trois  systèmes 
irréductibles  entre  eux  (i  i),  (o  i),  (o  o),  on  voit  que  les  types  distincts  corres- 
pondent à  : 

a  =  a"'=^'=:|3"::=i;  ût  =  se"  =  I ,     |3'  =  o,     i3"=:o,i; 

a=ro,     a"'=i:i,     [3'  =  o,     (3"=o,i;         «  =  0,     «'"^i,     (3'=(3"=i; 

a  =  «"=o,     3'=l3"=o;         ocrra"=o,     (3'  =  o,i,     (3"=i. 

TROISIÈME    CAS.     —     G    A    POUR    COMMUTANT    LE    CENTRAL    ET    i\E    CONTIENT    PAS 
DE    G^s    DE    FIGURE    (lll)(ll). 

29.  On  a  vu  (26)  que  G  contient  toujours  un  gy  abélien  contenant  le  central,  et  (jue 
riiypotbèse  équivaut  à  celle-ci  :  les  commutateurs  de  tout  élément  non  normal,  relati- 
vement.aux  autres  éléments  de  G,  engendrent  tout  le  central. 


LES    GROl'PES   I)  ORDRE  p" 


îë^eqûâTîôn^î^^u'  n'entrent  pas  les  puissances /)-iëmes  péuven^rendre  laiornîc 


<l-'cd=, 


e'ce  =:  ca. 


f-'cf-- 


e'^de^dbV-aP,        f-^  df  —  dbV-a'' ,        f-^ef—eW 


ulitic 


ao 


oa  ^  o. 


nécessaires  t;i.  ou  v  ^  o,  o  ou  l  ^ 
En  prenant /c"^  pour/,  ec-''  pour/,  on  a  f-^  ef  =  e,  donc  o'^  o,  on  peut  alors  prendre 
(!''''  pour  d,  ce  qui  donne  f'^df  ^  dh^'a,  puis  r/c^^  pour  d,  ce  qui  donne  c^de  =^  db^. 
Les  équations  de  G  sont  alors  ramenées  à  la  forme 

d-^cd^rzc,         e-^cez=ca,        f-^cf^i  cb,         e-'de  =  db^,        /-U//~db^'a,        /-'e/=^e. 

Cherchons  la  condition  suffisante  pour  que  l'hypothèse  soit  vérifiée.  Le  p.  p.  c.  m.  des 
commutateurs  relatifs  à  tous  les  éléments  de  G  et  à  un  élément /"e'J-'c^  est 

\b'"a-',     b-V-'—V^'oa-",     b\>-ya^,     b^+V-'yca  \. 

Pour  que  ce  soit  un   g^,   il   faut  et  il   suffit  que   tous  les  déterminants  de  la  matric 

"' -    ~~  "  ■'       y  soient  SES  o,  c'est-k-dire  que  l'on  ait 

—  Il     —ij.z—p.'ii     [xy     .r-i-p.y  ^ 

(  «7  )     O  =  ;:/  3^  H-  |x'  ^  «  —  m'  =;  ^  '■'  -h  fi'  jcy  —  fx  j-  E^p.yz  —  a'«HE;(j?H-pi'y)  — yu  ^^yii  —  a)( jxz-h  /ji'm). 


1 


Pour  que   l'hypothèse   soit  vérifiée,   il   faut   et  il  suffit  que  ces  conditions  entraînent 


1°  p 


2. 


On  a  comme  condition  nécessaire  ix^^i,  et,  pour  que  les  équations  («)  n'aient  pas  d'autre 
solution  que  aj^jsisssMsso,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  jjl'ssi  (sia'estsso,  on 
a  la  solution  x^^y^^z^u^i;  si  [jl'  est^i,  les  deux  premières  congruences quadra- 
tiques sont  irréductibles).  Les  équations  de  G  où  n'entrent  pas  les  carrés  peuvent  donc 
prendre  la  forme 


d'*cd=  c,         e~^ce  =zca,        f-^c/:^  cb,         e~'^de:=  db,        f-'d/m  dba,        /~'^/~ 

et  un  changement  de  générateurs  conservant  ces  équations  doit  vérifier 


I 


(  1  )  o  =  x. 

(  2  )  '^  =j: 

(  3  )  ç'  =  X. 

(  4  )  ç'  =  a;  ; 

(5)  l  +  c'^x'z"- 

(6)  0 


5X" 

zjc'" 


-yu 
-yu 
■  vu 


m 


"y  : 

uy" 

■  uy" 


„ti 


.." 


'X"  4- j  M"  —  uy' 

:  x" -^  y' u'"  —  u' y'" 


-ff,W  -"    _yyl!f 


z"x"-^y"u"'—u"y", 


o  ^  xu 

n  ^  xu" 

ri  ^  xu" 
r/=x'u" 

•(,  +  Ti'EH  x'  u'" 


ux  -^-  yz  —  zy  -\-  yu  —  uy  , 
ux"  -\-yz"  — zy"  +j«"  —  uy" 
ux"'  -t-  yz"  —  zy"  -+-  yu"'  —  uy" 
ux"  +  yz"  —  z'y" -^ y  u"  —  uy 
ux"  -h  y'z"  —  z'y"  +  y' u"  — 

•"      n'y 


D  =  i, 


u'f. 


o  =  x-u'"—  u"x'"+y"z"—  z"y"  +  y"u"' 


IIGUKK    (l  l)(l  I  I  l).  H.) 

Nous  classerons  d'abord  les  types  de  G  d'après  le  nombre  de  leurs  e^  non  normaux. 
Tout  Co  sera  normal  toujours  et  seulement  si  Ho^^Kj^eso  a  pour  solution  unique 
•rHSîj^EESE^M^^o,  c'est-à-dire  si,  pour  chacun  des  quinze  systèmes  (xyzu)  autres  que 
(oooo),  on  a  H. -f- Kj+ H^Kj^i,  ce  qui  donne  pour  les  exposants  des  équations  de  G  : 

x  +  ^x^^x'-h^'-hx^'  =  X'  -+-  ;3"  -+-  a"  ;3"  =  a."  -^  (3'"  h-  «'"  [3'"  =  a;3'  +  «'  ;3  =  a"  (3'"  -t-  |3"  a"  =  i , 

(  X  _,-  a")  (I  -+-  P  +  (3")  Hs  ((3'  +  ;3")  (H-  «'  -1-  a")  =:  (|3  +  (3")  (i  +  «  +  a")  =  (a'  -4-  a")  (^'+  ^"')  =  o, 

(  yj  +  ^'^  a")  (I  +  p'+  (3"+  (3'")  =  (3t  4-  «"+  a")  ((3  +  i3"-t-  p'")  =  (a  +  «'+«■')  (|3  +  ;3'-i-  (3")  =  o, 

([3  4-  (3'+  3"+  3'")  (i-t-  a  -t-  a' H-  «"H-  a")  =  o. 

On  trouve  que  les  systèmes  (g    g,    ^„    g,„  j  vérifiant  ces  conditions  sont  : 

0  ■     o     ,N  j^^/,     o     ,     oX  ,^/o     •      •      ■ 

1  o    I    o/  \i     I     I     ly  \i    o    o    I 

iioiN  /iiio\  /lori 

e=  ,         f  = 

o       I        1        I    /  \  o       I        1        I  /  \    1        I       o       ] 

Or,  on  voit  que  les  changements  de  générateurs 

c,  =  c,  d^  =  dc,  e,=:i,  fy—fe, 

c,  =  c,  d^  —  dc,  e,=/,  fy  —  e, 

c^  —  c,  d,  —  d,  Ct  —  ec,  /i=/d, 

c^^c,  d^r=dc,  eyT=fdc,  f^^ii^ed, 

c,  =:c,  d^^^dc,  e,  =r  ec,  f^-^fedc 

ramènent  a  respectivement  à  b,  c,  d,  e,  f  ;  d'où  un  seul  type 

c2=6,         d'-—a,         e'=b,        /'—a. 

Supposons  qu'il  y  ait  un  e^  c  non  normal.  On  sait  (26)  que  c  appartient  à  un  g^i  abé- 
lien,  et  que  les  commutateurs  relatifs  à  c  et  aux  autres  éléments  de  G  doivent  engendrer 
(ont  le  central.  Les  équations  de  G  peuvent  donc  prendre  la  forme 

c'=i,         d'-^b^a'^,        e'=:6?a«',        f'=b^'a'^'; 
d   'cd—c,         e-^ce  —  ca,        /-'c/=cb,         e'de  =  dbV-a°,        f-^/f—dbV-'a^',        f-^ef—eb'a-. 

Los  changements  de  générateurs  déjà  employés  pour  réduire  les  équations  de  la  deu- 
xième ligne,  dont  aucun  ne  change  c,  peuvent  être  répétés  ici,  et  ils  ramènent  ces  équa- 
tions à  la  forme 

d-^cd^=c,        e'^ce=.ca,        f-^cf^icb,         eUle^zdb,        f-^df^=dba,        f-^efz=.e. 

Tout  e^  sera  dans  ;  a,  b,  c  \  toujours  et  seulement  si  H^^seK^^o  exige  j'5=3=emsso, 
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c'est-à-dire  si,  pour  tout  système  Qryzu)  autre  que  (jjooo),  on  a  no  +  K.h-  H.jK.^  i,  ee  qui 

donne 

a  +  -3.+  «;3  sH  a'  -+-  p'+  a'[3'-  a"4-  (3"+  a"(3"E=  s('(3"  -h  ^'=«"=  1 , 

a'(n-|3')  =  I3"(n- a")  =  (3  +  (3')  (I +«  +  «')  =  (=«.+  «")  (P  +  P")  =  («  +  ot'-t- «")(!  + (3  + ;3'-4-|3")  3^  o, 
(=('  +  «")(?■+ [3")  =  («  +  a")(i  +  ri  +  |3")  =  («  +  «')  (?-^-i3'')  =  (|3  4-P'+(3")(n-«  +  ^'+«")  =  o. 


On  trouve  qu'il  n'y  a  pas  de  systèmes  {  ^    g,    g„  j  vérifiant  ces  équations.  Ainsi  il  existe 

toujours  un  q.,  hors  de  \a,  h,  c  \,  permutable  ou  non  à  c.  Si  cet  e^  n'est  pas  permutable 
à  c,  les  équations  de  G  pourront  prendre  la  forme 


d-'cd: 


c'ce  —  ca,        f^U'f=cb,         e~^de  =  dbV-a'',        f-^  df  zrz  dbV'cfi ,        f^^ef—eWa-, 


avec  les  conditions  nécessaires  p.  +  v  +  [av;^  [ji.S'+ o[j.'^'(  +  o'-i- 'Co's^  r .  En  pre- 
nant /"r^  pour  /,  on  n  f-*ef  =  eh''  et  il  faut  o'^s  r  ;  en  prenant  dc~''  pour  d,  on  a  e~Ve  =  db^i 
et  il  faut  p.^^i;  en  prenant  alors  /r/"  pour  /  on  a  f~^ef=^e,  et  l'on  a  vu  qu'alors  i| 
faut  [j.'^Hi  ;  les  équations  de  la  deuxième  ligne  peuvent  donc  prendre  la  forme 

d''cd  =  c,         e~'(:e=zca,         f  'c/^:c!i,         e   'dc^^db,         /  '  df  :^  dba,         /  '  ef  =  e. 

Clierchons  à  exprimer  qu'il  n'existe  pas  deux  e^  indépendants  mod  ]a,b\  qui  soient 
permutables,  autrement  dit  que  G  n'a  pas  de  gi^  abélien  principal,  c'est-à-dire  que  l'on  ne 
peut  pas  trouver  g  ^  f"e-d-(f ,  g'  =.  f"'  e'  d>'  c^'  tels  que  l'on  ait  g-^^  g'-  =  i,  g'~'  gg'  =  g^ 

étant  ^o.  La  permutabilité  de  g,  g'  esl 


un  déterminant  au  moins  de 
exprimée  par 


X     y      z 

x'    y     z' 


■  zx  -\-yii  —  Il  y 


Il  X  ■+-  )■; 


^/  +  J"'— "/ 


o, 


équations  vérifiées  par  trente  systèmes  l"',    -^i 


ayant  un  déterminant  au  moins 

o.  Les   conditions  g- =  g''^  ~  i   exigent  que   {x  y  z  u),   (x'  y'   z'  u')   soient  deuj 
systèmes  de  solutions  de 

ay  -!-  Cf.'  Il  +■  X  z  -v-  y  H  =  3 /  +  ^'  M  -t-  X  u  +  y  z  +  y  11  ^  o. 

La  condition   cherchée  est  donc  que   ces  deux  équations   n'aient  pas  deux   systèmes 
de  solutions  formant  une  des  trente  matrices  précédemment  trouvées.  On  trouve  que  les 

systèmes  f  g    qA  pour  lesquels  cette  condition  est  remplie,  sont  : 


0  o 

1  I 
I  I 
I  o 


f   : 


I       O 

0  I 

1  I 


1  I 

o  o 

0  I 

1  o 


r       I 

o      I 


FlGURi:    (l  l)  (l  I  I  l). 
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Les  cliangemcnts  de  générateurs 


a,  —  a, 
a^  —  a, 

(l\  ^=  <!■, 

rt,  T=:  a, 
rt,  =:  a. 


ht— h,  c,=:c, 

h,  =  ùa,  c,—/c, 

b,  =  lia,         r,  —  c. 


hi  ^=ba, 
b,=  b. 


ZC, 
-C, 


d,  z=z  d, 
c/,  '  -  edc\ 

<l\  —  (le, 
(7,  =1  de, 
dj  —  d. 


^fc, 


e,  =  c, 
e,  =  ed. 


ramènent  la  forme  d'équations  a  respectivement  aux  formes  b,  d,  e,  f,  g.  Un  changement 
ramenant  la  forme  a  à  la  forme  c  doit  vérifier,  outre  les  équations  (i)  à  (G), 


(7.) 
(8i 

(lO) 


0  ^i  ./'C  -i-    Y  II, 

n  =  .r'z    +y''  n", 

1  ^.f'"z"'-^Y"'ll"', 


O  Bs  y  +11  -\- j-ii     +  yz     +yii, 
f)  "^  y  +  II'  -\- x' II'  +  y' z'   +  y' II' , 
o  =y"  +  II"  +  jc"ii"  +y"z"+y"ii", 
■n  Hs  y'"  -+-  II'"  -h  jv"  II'"  +  f'z'"  +  /'  II'". 


On  trouve,  en  essayant  les  dilTérenls  systèmes  de  solutions  des  équations  (i),  (7),  (()), 
(2),  (4),  (3),  ((3),  lesquelles  déterminent  complètement  le  changement  de  générateurs, 
(|u'auciin  de  ces  systèmes  ne  vérifie  simultanément  (8)  et  (10),  Il  y  a  donc  deux  types 
distincts  de  G, 


c-  =  I  , 


dK=b, 


c-  =  I  , 


Pr^-b; 


d'-=--a. 


r-^c>. 


n'ayant  aucun  g|„  abélien  principal. 

Supposons  maintenant  que  G  ait  un  g|„  abélien  principal  \a,  b,c,  d\,  les  équations 
de  G  auront  la  forme 

c'=d'-—\,         e-—bPa=',         f' =  b'>' a^' , 
d-'cd=rc,       e-'ce  =  ca,       f'cf-cb,       e   ' de  —  dbV-cfi,       /  ' d/— dbV-' tfi',       f'',-f~<d)'n^ 

avec  les  conditions  a  -i-  v  +  p.v  e£s  tjio'  +  gix'eeee'C  4-  0'  +  "Co'eesi.  En  prenant  ec'  pour  c, 
fc'  pour  y  on  a/~'  ef=  e,  donc  /~'d/=^  M^'a;  en  prenant  c/c^  pour  d  on  a  e~'d(;  =  dh^, 
donc  e~' de  =  db,  et  l'on  voit  comme  précédemment  qu'il  faut  ^'^^  i  pour  qu'il  n'y  ait  pas 
de  g:j2  de  figure  (1 1  i)(ii);  la  deuxième  ligne  se  ramène  donc  à 

d   U:d  —  c,         e-^Cf  —  cn,         fhf--zcb,         tr^de  =  db,         fUlf~dba,     /'(■/=  r. 

Vn  calcul  déjà  plusieurs  fois  répété  montre  qu'il  y  a  toujours  des  Cj  hors  de  |  a,  b,c,d\, 
les  équations  de  G  peuvent  donc  se  mettre  sous  la  forme 

d-'cd—c,       ,r'cc  —  ca,       f'cf-.cb,       e   'de  -  dhV-cfi,       f  UIJ  -  db'!-' <^' ,       f -'ef  z^.  cW a-, 

{\i.  -t-  V  +  ,av  =^  fjto'  +  oft'  =  Ç  +  ô'  +  î-î'  32  1  ). 
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Le  cliangement  de  générateurs  fait  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  g,„  abélien  principal 
ramène  la  deuxième  ligne  à  la  forme 

(I  'cd  =  c,         e-'cc~ca,        f  'cf~ch,         c-'dc  —  dh.        f  'clf—.dba,        f-','f—e 


sans  changer  la  forme  de  la  première.  • 

Il  y  a  quatre  formes  d'équations  possibles,  correspondant  aux  quatre  systèmes  (  a,  ■^) 
(jui  sont  :  a  =  (o  o),  b  =  (o  i),  c  =  (i  o),  d  =  (i  i).  Un  changement  de  générateurs 
effectué  sur  la  forme  a  et  conservant  la  forme  réduite  des  équations  de  G  doit  vérifier, 
outre  les  équations  (i)  à  (6), 


(7) 


j   o  EE=  ,/■;  +  y  II  ^E^  X  z  -^  y  II  =  X  u  -+■  y  u  , 

{  o  :h:  x  w  -h  j';  -\-  y  u  ^Ei  x'  u'  -i-  y'  z'  +  /'  «'  =  .v"  u"  -\-  y"  z"  +  y"  u" 


■>^~x"'a"'-^y'"z"'  +y"'u" 


et  il  détermine  a,,  [5l,  par 

(  8  )  ïa,  +  4'  ;3,  =  x'"  z"'  +  y'"  a",         ne,  -+-  t/  ;3, 

(7)  et  (G)  montrent  que  les  seules  déterminations  possibles  de  i^x"'Y'"z"'u"')  sont 
(1000),     (0100)     (0010),     (0001),     (1100),     (ooii), 

donnant  toutes  a,  ss  j3,  ee^o,  donc  conservant  la  forme  a. 
On  voit  ensuite  que  les  changements  de  générateurs 


«1  :=  ab-, 
rti=  a. 


h^^b,  c'i  =  c,  f/,  =  de,  c^  =fcdc,         /,  =  fd, 

hf  =  ba,         c,=;r,  d^-=dc,  r?,  =  e,  f\'^f'^ 


ramènent  la  forme  b  respectivement  aux  formes  C  et  d.  D'où  deux  types  de  G  ayant  un  g, 

abélien  principal 

c^  =  f/2  =  t'=z=,,        P=b'>;        {?=-.o,i). 


2"  /;>2. 


lesi 


Si  [jl''  +  4îJ-  est  non  carré,  les  doux  premières  congruences  (a)  sont  irréductibi 
si  ^'^-h^tj.  est  carré,  on  peut  vérifier  toutes  les  équations  (a)  en  prenant  xbe^—  t.,y,^ 
u^t,z,  /,  et  t.,  étant  les  deux  racines  de  t^  —  i^'t —  [xeeso.  Donc  l'hypothèse  qu'il  n'y  a 
pas  de  g/-  de  figure  (11 1)  (11)  est  vérifiée  toujours  et  seulement  si  u." -f-  /jacst  non  carré. 

Faisons  le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  aux  dernières  équa- 
tions de  G  la  forme 


d^^cd  =  c,         e-^ce  =  ca,        /-'c/=cl>,         c-^dc=idbV;        /  'df=:zdbi''a,         f'^ef=e. 
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les  douze  premières  formules  de  la  transformation  générale  deviennent  : 

(1)  o  ^  a?:'     —  zx      -h  y  II'  — Mj', 

(2)  o  =  xh'   —  iix'  -hfxiyz.  —,zy')  i^  [j.' {y ,1' —  iiy'), 

(3)  ■E.^xz"    -zx"    +yit"-uy", 

(I)  t]  EEB X u"  —  ux"    -hiJ-{yz"—zy")  +  ix'(yu"—uy"), 

(5)  l'  =  xz"'     —zx'"     +yu"'  —  „y"\ 

(6)  T)'=  j7m"  —  ux"  -+-  iJ.{yz"'—  zy"  )  +  ^'\yii'"—  ny'"), 

{-)  ï>i  =^'  ="  —  5'-»"  +  /  ""  —  n'y", 

(8)  Y)>,  =  x' u"  —  a' x"  ^  ij.{y' z"  —  z' y"  )  +  p!  {y' a"  —  a' y"  ), 

(9)  £  H-  J>;  =  x'  z"'—  z'x"'  +  r'  a'" -a' y'", 

(10)  r,  4-  -n  fJi',  =  x'  u'"  -  «' x'"  +  jJi (.>■'  z'"—  z'y'"  ) -^  p.' (y'  a'"  —  n'y"  ), 

(II)  o  =  x"5"'  —  i:"x"' +/'«"—«"/', 

(12)  o  =  x"u'"—  a"x'"+  ix{y"z'"—z"y'")  +  ^' {f  „'"  —  li'y'"). 

Si  l'on  prend 

Y)'  =(p.'2  +  4^)(4^)-', 

«   ^  o, 

«'  =  O, 

J<"  =  o, 

on  obtient  [x',  =  o.  Supposons  donc  [x',  =  [a'  =  o,  donc  \j.  non  carré;  en  prenant 


l  =>. 

r,    =/x' 

2 

» 

r  =0, 

.r   —  I , 

r  =F-' 

(2 

i/^)-', 

5  =0, 

a;'  =0, 

/  =  •, 

z'    =0, 

x"  =  o. 

7"  =  o, 

.  ^" ^u 

^'=0, 

y^  0, 

^m 

\  =>, 

ïi  =  0 

?'=o, 

Y)"=fJlN-', 

X    —\, 

7=0, 

i3     =0, 

u   :;=  0, 

x'  =:  0, 

.r'=V-', 

z'  ~o. 

«'  =:  0, 

o:"  — -  0, 

y'  =  o. 

z"  =  n' 

N 

F'. 

II"  =  0, 

x'"'=  0, 

y"=o, 

"^'"=±0, 

«'"=., 

on  obtient  a,  =  N,  non  carré  arbitraire.  On  peut  donc  toujours  réduire  ix,  jx'  aux  valeurs 
N.  opar  un  changement  de  générateurs  dans  lequel  on  a  i  —  a7=  1 ,  ^'  =  x'  =  a;"=  x"  =  o. 
Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  aux  dernières  équations  de  G 
la  forme  réduite 

d    'crt—c,         e  ^cez=cri,         f  'c/—cù,         e^dc  —  db^,         f  Ulf—da,         f"^cf~i' 

vérifie  les  douze  équations  obtenues  en  faisant  dans  les  formules  (1)  à  (12)  [x,  =  [x  =  N, 
[X,  =  ix'=  o.  Ces  équations  peuvent  être  simplifiées. 

Comme  on  ne  peutavoir  arssjF^fsssf^ai^i^so,  on  ne  peut  avoir  a;-  —  Nj'-;^Ns-  —  u^^^o. 
I'.  v>. 
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Supposons,  par  exemple,  (.a?- -  Nj')^  o;  les  équations  (i)  et  (2)  résolues  en  z' cl  u' 
donnent 

(^î_  iXyî)  w' =  —  N/ (-j;' -h  «/ ) +^(  «.2;' +  Ni!v' ). 

Ces  valeurs  portées  dans  les  équations  (7)  et  (8)  donnent 

(7)  \—x{z^:'-i-uy)+y(uj;'  +  l^zy')]œ" 

(8)  [N7(5y+  u/)  —  .r{tix'  +  Nsy')]a;'' 

En   combinant  linéairement  les  équations  (3)  et  (4)  avec  chacune  des   équations  (7) 
et  (8),  on  trouve 

N(x/  — y.r')£ -4- (xj' —  Nj/)-/!  =  Nn'(.r'— Ny'). 

En  opérant  sur  les  équations  (i),  (2),  (5),  (G),  (9),  (10),  comme  on  vient  de  le  taire 

sur  (i),  (2),  (3),  (4),  (7)'  (^'^)'  on  t''ou^'e 

F.es  trois  expressions  xx'—'Hyy,  xy' —  yx   et  a;^  — Nj-^o  vérifiant  quatre  équat 
linéaires  et  homogènes,  il  faut  que  tous  les  déterminants  de 


N^'     Nyi'     l      Y) 


soient  isso.  Donc,  en  remarquant  que  l'on  doil  avoir  ^yj'  —  iq^'^o,  on  a  les  deux 
ditions 

N-o'(r,Y)'— N2ï')  +  N^;'(y)Ï'— ÏY)')  +  r)(N|2— -0^) 
qui  donnent 

et,  par  suite, 

|'=WY1,  •fl'  =  &)N£,  wN==:±l. 


con-^ 


On  a  donc  entre  \  el  /]  les  deux  relations 
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Comme  on  n'a  pas  ^ï:^  yjEEEO,  le  délerminant  de  ces  deux  équations  est  sso,  ce  qui  exige 

.rj"'—  N/j'  =0,        jry  —  jj-'_  toN  (./■'—  ^y-)  =  o, 
et,  par  suite, 

d'oii  l'on  conclut 

Si  l'on  était  parti  de  l'hypothèse  N:'  —  «^  p^  o,  un  calcul  tout  semblable  aurait  conduit 
aux  mêmes  résultats. 

lin  opérant  respectivement  sur  les  é(|uations  (i  i"),  (12),  (3),  (4),  (5).  (6),  (7),  (8), 
(9),  (10)  comme  on  a  t'ait  sur  les  équations  (1).  (2),  (3),  (4),  (7),  (8),  (5),  (G),  (9), 
(10)  on  trouve 

x"=(^l^y",        y"'=<^x",         :"=&)«",         «"'=t.jN:;". 

Les  conditions  (i)  à  (12)  se  réduisent  alors  aux  deux  seules  équations  (3)  et  (4), 
jtes  les  autres 
raie  deviennent 


toutes  les  autres  étant  vérifiées;  et  les  huit  dernières  formules  de  la  transformation  gêné 


( 1 3 )  ^«1  H-  wri,3i     =  (XX  -+-  ex.' y  H-  «"3  +  a'" u, 

(  >4  )  riJt,  +  wN£;3,  =  P>.x  -f-  P'/  +  (3"5  +  i3"'«, 

(là)  la',  -t- (or)(3',      =  &)N(atN  v-H  a'j^H- a"«  H- «"N:), 

117)  la",  +  wri;3';     =  a^"  +  «' j"  +  «"  -"  +  «'"  u" ,] 

(18)  r,a",  +  (o  N  ïj3",  =  ^x"  +  (3'/"  +  |3"  c"  +  (3"  «", 

(19)  ioL'l  -^u>r^P>"[     =  w (  a N /"  -H  a' ^"  -H  ot" z"  -+-  a'"  m"  ), 

(20)  Y)3!';'+  o)Nt(3';'=  oj(pN/'-t-  [3'^"4-  P"«"+  P"'N;"), 

Le  déterminant  commun  des  seconds  membres  est 

Avant  de  discuter  ces  formules,  remarquons  qu'il  est  possible  de  simplifier  les  équa- 
tions de  G.  Les  équations  du  groupe  quotient  G\\b\  sont  en  effet 

ai'=\,     ci'=a<^,     di'  =  a'^',     ci'  =  a'^\    //'  =  a«",   I 
d'cd  =  c         e-^^ce^ca,        f^'cf—e,         e-'dc  =  d,         f'^df—da,         f-'ef^c\  '      ' 

G|j  6j  est  donc  un  g^.  de  figure  (i)(i  1 1 1)  <lont  il  existe  deux  types  correspondant  ici  à 

«  :=  o,  I ,        a'  =  a"  =  «'"  =  o. 
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Les  ('(jnations  de  G  auront  donc  les  deux  formes  générales 

ai'-=bi'=:\,      '   ci'—b'î^a'^,         d''=h?',         ei'=bf^',        f'>—b'^"         (3:  =  o,  i), 
d^cd  =  cb^\         c^ce  =  cb'''a,        f  'c/=::cb'",         e-^de=dbV;        f ^^df=dbV-a,        f~^ef—eU'. 

Kn  prenant  l?' a  pour  a,  on  peut  faire  X'=  o.  On  ne  peut  avoir  X^V'e^o,  sans  quoi  le 
p.  p.  c.  m.  des  commutateurs  c~^ g"^ cg, g  parcourante,  serait  d'ordre/?,  donc,  comme  on 
l'a  vu,  G  contiendrait  un  g^  de  figure  (i  i  i)(i  i),  contrairement  à  l'hypothèse.  Si  À"  est  ^  o, 
en  prenant  //"  pour  h,  on  peut  faire  A"  =  i.  Si  A"  est  eeeo,  donc'A^o,  en  prenant  fcP' 
pour  /',  on  peut  encore  faire  A"=i.  En  prenant /"'rf  pour  rf  on  peut  faire  A  =  o.  Il 
faut  (xpzèo,  sans  quoi  le  p.  p.  c.  m.  des  commutateurs  û?"'^~'^^,  g  parcourant  G,  serait 
d'ordre  /;;  on  peut  donc,  en  prenant  fd"'^''  pour/,  faire  v  =  o.  Aucun  des  changements 
de  générateurs  faits  jusqu'ici  ne  change  la  valeur  de  a;  il  en  est  de  même  pour  celui 
qui  ramène  \i.  x'  aux  valeurs  N,  o  et  dans  lequel  on  a  ^  =  a;  =  i ,  ^  =  a::':=  x"  =  .2;'"=  o. 
Les  deux  formes  générales  des  équations  de  G  sont  donc, 


c/'=/^?«°', 


d   '  cdz=  c, 


di'  =  b?',         ei'  ; 
f-'cf=cb, 


b?',     f'^br, 


(a  — o, 


de-db^,         f   'df—da,        f'ef- 


Remarquons  que  le  groupe  P  des  puissances /j-ièmes  des  éléments  de  G  est  d'ordre/* 
toujours  et  seulement  si  l'on  a  a  =  o  ou  hien  a  —  i,  [3'e=s;  ^"see  ^'"eeeeo.  Il  est  facile  de  voir 
que,  en  supposant  a  =  [,  [i'=  ^" -.-  p"'=  o,  on  peut  avoir  a,  =  o,  en  sorte  que  le  deuxième 
cas  se   ramène  au    premier.    Faisons,   en  effet,   dans   les   formules    (i3)-(2o),    a=i, 

a'=  a"=  a"'=  [3'=  ^"=:  ^"'=  o,  a,  =  i ,  a\  =  a\  =  a'^'=  o,  il  vient 


En  éliminant  [i,,  ^',,  [3",,  [3",  on  trouve  la  condition  unique 
OU,  en  tenant  compte  des  formules  (3)  et  (4), 


y  u 


Il  Y 


On  peut  la  vérifier  en  prenant  par  exemple  a;  =  1,  j  =  o,  ^  =  «  =  o  =  ^•"=  7"=  o,; 
z"^^  ^,  u"—  N-,  ce  qui  donne  D  =  p^  —  N.  Nous  avons  donc  seulement  à  considérer  deux;; 
cas:  i°a  =  o,  2"  a  =  i  sans  que  l'on   ait  p'=  ^"esï  [3"=o.  Dans  le  premier  cas,  P  est 
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(l'ordre /j;  dans  le  deuxième  cas,  d'ordre  p^ .  Il  y  a  donc  distinction  complète  entre  les 
deux  cas. 

Supposons  d'abord  7.  =  o.  On  a  ^,;;^  ^',  se=î  ^'^  s^  ^'î'^s  o  toujours  et  seulement  si  l'on  a 

^sEE  j3'ee^  |3"s5£  j3"'s^o;  d'où  un  premier  type 

{3=:(3'=P"=i3"'=o. 

Supposons  que  l'on  n'ait  pas  ^  =  [3'  =  ^"=  ^"'=  o.  Les  formules  (i3),  (i5),  (17),  (19) 
donnent  y]  ^o,  et  nous  n'avons  à  nous  occuper  que  des  formules  (i4).  (16),  (18),  (20), 
auxquelles  il  faut  joindre 

'i  =  œz"—zx"  +  yu"—  uf'^o,         xu"—  ux"-^^{yz"—  zy")  =  o. 

Si  [5l  est  ^  o,  on  peut  faire  |3,  =  o  en  prenant 

5  =  «=zo,        ^  =  (3',        r^-;3,        c"=;3',        «"=Np, 
ce  qui  donne  bien 

Soit  donc  ^,  =  [3  =  o,  donc  oes[3'j-h-  '^" z  -\-  ^"' u.  Si  l'on  a  P'^o,  on  peut  faire  j3',  =  o. 
Car,  si  l'on  a  [i'^s^'Eso,  on  fera  fl,  =  o  en  prenant  a7=j'  =  M  =  o,  z  =  i,  a;"=N, 
y"=o,  ce  qui  donne  ^£s;— N,  D=3— N-;  et,  si  l'on  n'a  pas  ^'ss;P"^eo,  on  fera  P',  =  o 
en  prenant  j:;"=  y"  =  o,x  =  ^'-',  j  =  o,z"  =  i,  «"=  o,  ;  et  w  solutions  de  P"M-l-fl"'N5ss  i, 

|i"r. +  ^"'m  =  o,  ce  qui  donne  ^ese-^'-',  p'2D  =  N.  Soit  donc  ^',  =  ^'=0,  donc  fl" 
ou  |5"'^  o,  en  sorte  que  l'on  a 

;  =  M  =  o,  _      xu"+'Syz"=o,         l  =  œz"  -\-yu"  ^o,         D  =:  to'N(^^— N7-)(N;"^— «"2)  ^  o. 
On  peut  toujours  faire  ^",  =  o,  [3'|'=  1,  en  prenant 


_// Qtif 


u 


"  =  -p",        x=^%        7  =  P"N-', 


ce  qui  donne 

N^  =  N(3"^— (3'S        D  =  w»(N(3""^— ;3"-M^ 

^«/ij«,  lorsque  P  e*<  d'ordre  p,  G  a  /e*  </eMJ  Iv/'f.y 

{3  =  p':=(3'=o,        (3"'=o,  .. 
Supposons  maintenant  a—  1,  [i',  j5l",  j3"'  n'étant  pas  tous  ss^o.  En  faisant  dans  les  for- 
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mules  (i;i)  à  (20)  a,  =  a  =  i,  a,  =  a'=  a'^  —  a"  =  a™  =  a"'=  o,  il  vienl 

^  4- a)y);3,  s  a-,  YH-(oN£p,HE^(3a"      +|37  4-{3"5    -i-(3"'m, 

coY)^;  =  x",  wN^K  =  px"     +  (3'/'  +  p"^"  +  ;3"'  II", 

Y)|3';=  N/'.  N?[3';  =  j3N/'+  ?'^"  +  |3"«"  +  p"'N-V', 

auxquelles  il  faut  joiiulre  les  formules  (3)  et  (4).  Si  j3  est  ^o,  on  peut  faire  ^,  =  o  en 
prenant  .r  =  i,  y  =  c  =  m  =  o,  »■"  =  j"=o,  :;"=  i,m"=;  [3,  ce  qui  donne  l)  =  w^N(N  —  p^), 
?  =  I .  En  supposant  fi,  =  ji  =  o,  on  a 

i:;  =  .r  =  ,r3"— ^^"+j«"-«j",  r,sP'j  +  (3"--  +  ;3"'«  =  ^«"  — mj;" -H  N(j:;"— sy"),  (t  «i'  -^i^o)- 
Si  l'on  fait  ^'Îssï^^^so  il  vient 

^"  —  y"  —  p'  z"  -H  P"  «"  =  ;3"  «"  +  (3'"  N  =", 

et,  comme  on  doit  avoir  Na"-  —  m"-^o  sans  quoi  D  est  s^o,  il  faut  fl"eE;^"'sso. 
Supposons  d'abord  fi'^  =  [î"=  [3™=  ^"'=  o,  on  a 

a:"  =  7"=o,        l  =  x  =  xz"  +  yu",        r,  eee  (3'/ =  x«"+ N/s", 
D  =  co«N(x«— N/')(Ni:"-— «"2)^0,        x((3;  — |3')  =  o,        j(;3;(3  —  N')  =  o. 

Si  Ji'  est  sso  on  a  jfeso,  donc  ir^  o,  donc  ^',  sso.  Si  ^'  est  ^  o  et  [3',  ^  ]5l'  on  a  ics^( 


donc  y^o,  donc  fl',  P'seeN\  Ainsi  G  a 
primitive  i  de p,  correspondent  à 


/>  +  3 


types  qui,  en  prenant  pour  N  une  racin^ 


/'+• 


(3  =  o,        (3'=o,^  ...,i  '  ,        (3"=l3"r=o. 
Supposons  maintenant  P"  où  ^'"^0.  Si  [3'  est  ^o,  on  peut  faire  ^',  —  o  en  prenant 


y  =  j;"=:j  — o, 


;i,        <<"=r)r=o,        (3"3H-|3"'«  =  o,        N(5"'g  +  [3"«=  — ( 


ce  qui  donne  D  =  i .  Soit  donc  ^',  =  ^'  =  o,  d'où 

j^o,         E,^a-  =  xz"—za;"-uy',         r,  =  P"  z  +  ^"' u  =  jcu' —  ua:" —Nzy",         p"«  +  (3"'N5  so| 

et  en  résolvant  les  formules  (17)  à  (20) 

Nxj;"— ■r,([3"3"H-  (3'" h")  =  o,         N'^xj"  — yi(|3"<<"+  (3"'N5")  ee^  o, 
w(r,'— Nxî)p';  =  Yix"— .r{[3"3"+(3"'«"),         (r,='— Nx2)(3';=  Nr/r"  — .z-(P"h"-+- (3"'N:"). 


Si  [i"  est  ^o,  on  peut  fiiire  p",  =  o  en  prenant  .r"  =  o,  2"=Xfi"',  a"=  —  X[3",  s=  p". 
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Il  =  —  Np",  car  les  autres  équations  de  condition  deviennent 

|3'"(>,.^  +  Nj")  —  ,/■  =  o,        P"(Xx'  +  Ny")  +  3"^—  N[3"'-'=  o,        N^r/'  +  X(j3"2—  N(3"'^)  =  o; 
or  on  a  un  système  équivalent  en  remplaçant  la  première  par 

P"x+î3"'(P"2— Nî3"')  =  o, 

d'où  l'on  tire,  en  éliminant  x  et  y", 

N  (3"  (  ;3"2  —  N  lî''^  )  +  X{3"'  =  o, 

ce    qui    détermine    >..    On    a    d'ailleurs    D  = -j}-N^"~-(^"- —  N^'"-).    Supposons    donc 
^"i  =  ^"=  (),  donc  ^™[3"'^  o,  nous  aurons 

et  nous  pourrons  toujours  faire  P'|'=  i,  d'où  un  type  correspondant  à 

[3=:(3'=^"=0,  (3'"=!. 


Figure  (11)  (11)(11). 

30.   D'après  les  types  connus  de  figure  (ii)(i  i),  G  aura  des  équations  de  la  forme 

ci'—b^a'^,         dP=b^a''',         e"  —  dV- ifi  a^ ,        f  i' —  cff-' c^' b^' at , 

d-^cd^Lcb^af,         e'^  ce  —  cb'^' a?' ,        f  ^cf=  cb"'  af , 

e-^  de^db^a^,        f-^  df=  db''à*^^,        f^ef^ed. 

Les  exposants  X',  a,  ix'  ont  les  déterminations  suivantes,  correspondant  aux  types  dis- 
tincts de  (i  I  A  : 

p  —  1. 

I'.      II.     m.    iv. 

o  o  I  1 

o  I  o  1 

o  I  o         o 

Les  conditions  d'ordre  donnent 

ff  =  p  =EE  fAV  =  fXX  =  o. 


p 

^  ■'-. 

l. 

11. 

m. 

IV 

X' 

o 

o 

1 

1 

f* 

o 

0 

o 

I 

f^' 

<> 

1 

o 

0 
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puis,  en  retranchant  désormais  un  accent  aux  lettres  p,  i, 

et'  +  £/  —  fi/'  =  a'  +  v/J  -+-  pV  +  x^l'  =  p'  >.'  -H  x'  fi'  =  o, 

(3'  4-  £v  —  p/  -^  P'  +  £v'  -H  o->.'  +  yjm'  Hii  a'  ?.'  -h  v' fi'  =  o, 

et  la  condition  de  figure  est  que  les  déterminants  de 


p       p         (7       ff 
X      x'      V      v' 


ne  soient  pas  tous  sao.  On  voit  que  les  types  1,  iV,  1',  III'  de  G|  A  conviennent  seuls. 
Si  l'on  pose 

g  = /•' e- dy  c"" ,         g' —  J •'' e~  dy' c'' ,         g' g  —  f^  é'- d^  c^' V^  a>^ , 
^''=  f'é^'d^'C^'b^'a>^\         gi'—d^pérb'^ra>'r, 

on  trouve  par  récurrence 

U' 4- ;<'+«,         Z'=::'+;,         Y' =  ^' «+/'-(- j,         \!  zzz  jc!  -\-  jc , 
H'=  p^.r'  + p'M.r'-i- X    y's  4- s'j« -H  m(  "  j     H- x'    /'« -h  :' (      j    5 

K'=  o-îa^'-i- a'«J?'-l- V    j's  4- ;';« -t- m(  *'  j    -I- v'    r'«  +  ;■  (      )    > 
U,,=:i'«,        Z„=  ('5,         Yv=  cj  4- «;2^^' <,         Xv=  t'j;, 

H,==:fp^5  4-px«4-xj5  4-xTj//4-::('")11ir''+>'='«-r'-'.<+'<«-r'('2^)+-''-  "^ 

I)^=|ji:  4- £«';,         Cp  =>.'«, 

A/,:=  3!J:  4-  2('j-  4-  "/=  4-  "/'  « (l  — -  £  )  flt' 5  «  4-  ï' J  «  (  X '«  —  Xl) 

4-  £    ^xz  4-  p'.r  t<  4-  X     >'  :  4-  J  M  4-  M  [  "  )     4-  x'     j  M  4-  =  (        H    » 

Bp=  'px  4-  (3'j  4-  05  4-  ô'« (i  —  s.)''^'zu  —  e!  ZLi  (v'«  — v;) 

4-  £    C7  J?  :  4-  a'  j:^  f<  4-  V    j\3  4-  -  «  4-  «  (  "  I     4-  v'     y  m  4-  -  (       j       > 

et  l'on  a  g~' g'~' gg'  =  (P"'-"''b'^''~^'a}^''~",  ti[,  K[  désignantce  que  deviennent  H',  K'  quand 
on  y  échange-les  lettres  accentuées  et  non  accentuées  de  môme  nom. 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  de  G 
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est  tic  la  forme 

ff,z=i'!rt5,         b^=b^d'-',         c^^d'c'b''a",         d^  —  d''c''b'''a''', 
e^  —  f"e-dyc''b'"a',        f ^  —  J"' e-' dr' c-'' b"'' a'' , 

tous  les  exposants  étant  </?,  avec  les  conditions 

(çT/' -- Tii' )  /  .s'^  o,         s'^zu' — uz',         /•  ^  o,         A'^K'i  —  K',         h'^\\\  —  H'. 

Examinons  séparément  les  différents  cas. 

i«/;>2. 

Type  I  de  (1 1  A. 

31.  Les  conditions  d'ordre  donnent  a'^j3':^o,  et  la  transformation  opérée  sur  les 
exposants  par  le  changement  de  générateurs  est  définie  par 


(2) 


(   X,  ç  -)-  V,  i'  =  s'(y.z  -+-  y.'  u  ),  z,  yj  +  ■>,  rj'  =  .?'  (  v ;  +  v'  u  ), 


pi  ï  -+-  !7,  l'^E  /'(p^  +  p'«)  -(-  ^(x;  H-  x'«)>  Pi  ^j  -h  o^i  yî'eee  /-(a-  +  a' u)  +  .ç(v^  +  v'  m), 

p'i  i -I-  ff'i^'=  /•(ps'-t-  p'«')  -h  *(x;'h-  -a'  u'),  p\n  H-  o-jr/—  /•(ffj'-f-  o-'«')  -|-i(v^'  +  v'«'), 

(3)                                                     a,ï  +  ^,:'=3c/',  a,r) +  [3,ri'=(3/-, 

(   ■/iÇ  +  Oi;'=A,„  y,YH-(5,  Yi'=li,„ 


(4) 


A^,,  B^,  désignant  ce  que  deviennent  Ap,  B^,  quand  on  y  accentue  les  lettres  x,  y,  z,  u. 
On  tire  de  (i) 

(  2r/  -  r;^')  (x,vi  -  v,x;  )  e^  s'^  (x-/  -  vx'). 

Si  l'on  a  xv' — vx'e^o,  comme  on  n'a  pas  x^v^x'^v'e^o,  on  peut  toujours  faire 
x,  =  v,  =  x',  =  o,   v,  =  1.  Si   l'on   a   xv— vx'^o,   on  peut   toujours   faire  x,  =  vj=i, 


:52.  Soit  d'abord  x,  =:x  =  v,=v=x',  =  x'=o,  v',  =  v'=i,  donc^'^u^o,  y]';^5V£eh3m'"; 
les  formules  (2)  deviennent  : 

PiE,  =  pzr,  p,n-hatzu'-ss<jsr, 

p[^  =  r{pz'  -h  p'  u'),         p[-n +a[zu'^=  r{az' -i- a' u')-h  su'. 
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La  condition  de  figure  exigeant  que  l'on  n'ait  pas  pssTs^o'^o,  on  peut  toujours  faire 
l'une  des  quatre  hypothèses,  irréductibles  l'une  à  l'autre 


p,  =  o-,  — o, 


a,--o;  Pi  =  o,         o-,  =  i,         p,  =  o,  I, 

Pi  —  i,         p'i  =  (7,  —  7;  =  o. 


o; 


Soit  p,  =  p  ^  7|  =  T  =  (7,  ^  t'=  o,  p'^  =  p—  I,  donc  i^  ri',  r]  ^^su'  ;  les  formules  (3) 
deviennent 

et  permettent  de  faire  toujours  l'une  des  trois  hypothèses,  irréductibles  l'une  à  l'autre  : 

x,  —  o,         [3,  =  0,1;  cc^—i,         ;3,  =  o. 

Si  l'on  a  a,  =  a  =  |i,  =  Ji  =  o,  les  formules  (\)  deviennent 


y,  su'  H-  âi  zu'-^  riz-, 
y,  /•«■  =  y  ;'  +  /  n',         y\  su'  ■+-  ô',  -  u"  =  o;'  -^  0'  ;/'  +  e'  -', 


y,/«  =y 


et  donnent  comme  systèmes  irréductibles   auxquels  correspondent  les   types  distincts 
de  G  : 

"/  =  /=0,  0  =  0,  o'  =  o,   1; 

y  =  7'=o,  o=ri,N,         o'r=o; 

yrry'=o,  ô  =r  o,  I ,  o' =  o  ; 

y  =  -/=o,  o  =  — I,  d'=ro,  t; 

y  —  0,         y'=i,         0  =  0,  i,N,         o'  =  o; 
y  — I,         y'  =  o,        0=0,  o'=o; 

•/  =  ',         7'=o,         0  =  0,  3'=:i; 


(/^>3), 
(/^>3), 
(/^  =  3), 
(/^  =  3), 
ip  l  3), 
(Z-*^  3), 
(/>>3). 


Si  l'on  a  a,  =  a  =  o,  J3,  =  |3  =  i,  donc  r^^zu-,  les  formules  (4)  deviennent 

y,  «''     =y,  y,  ««'-+- â,  ;«<'*=  X  -t-o:;, 

y'i  ;  «''  =  y  ;'  +  y'  u' ,         y', .?«'  -t-  â',  ;  u'^  =  x'  4-  o;'  +  o  u'  -h  £'  s'. 

On  peut  toujours  faire  o,  =  o',  =  o;  donc  en  supposant  o,  =  o  =  o,  =  o'—  o,  y.ja  =^,| 
YifM'ssa;'  +  £'3',  on  voit  que  les  systèmes  irréductibles  auxquels  correspondent  les  types! 
distincts  de  G  sont 

y  =  o,         y'=o,  1;  y  =  {^,i,i'),         y'  =  o,         {pl^)\ 

les   trois   valeurs    de  y  comprises  dans    la   parenthèse  fournissent   le    même    type    si 
/?  est  ^  I  mod-3. 
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Si  l'on  a  a,  =  a  =  I ,  [3,  =  [ï  =  o,  donc  «'ss  \ ,  s^^o,  les  formules  (1)  deviennent 


y,  r~.r-hyz, 


0,     =0, 


On  peut  toujours  faire 


0  =:  o, 
â  =:  o, 


Il  —    Il 
Ô'=  O,    I 

ô'^r  o; 


O,  et  les  types  distincts  de  G  correspondent  à 


(/>>3), 
(/>  =  3). 


0  =  1,  . 

,..,/)-!, 

ô'=o; 

ô=- 

1, 

Ô'  =  0, 

Soit  p,  ^  p  :=  o,  a-,  =  T  =  I ,  p'i  =  p'=  o-,  =  0-'  =  o,  donc  i=u'-,  s ri=  —  z' u' 
mules  (3)  deviennent 

et  conduisent  pour  a,  [3  aux  trois  mêmes  hypothèses  irréductibles. 
Si  Ion  a  a,  =  a  =  p,  =  p  =  o,  les  formules  (4)  deviennent 


les  fiir- 


7i  '0  +  Oi  :;«  ^=  oz, 
y\ri^o\zu'-'=oz'- 


Klles  ont  la  même  forme  que  dans  le  cas  p  =  a  =  o,  p'=  i,  1'=  o,  a  =  ^  =  o.  Les  types 
distincts  de  G  correspondent  donc  aux  mêmes  systèmes  irréductibles  de  valeurs  de  y. 


0,  Y',  0'. 


Si  l'on  a  a,  =  a  =  o,  ^,  =  P  =^  I ,  donc  z^^i ,  les  formules  ('î)  deviennent 


7.  '-.  =  V 


7=  +7  « 


y,  r,  +  0,  «  -=  vC  +  ôc, 

y  1  ri  +  o\  u'-  =  x'  H-  "5-'  H-  o'  «'  +  s'  ;'. 


On  peut   toujours  faire  o,  =  o,  =  o  et  Ion    voit  que   les   types   distincts  de   G  corres- 
pondent aux  trois  systèmes 

y  —  o,  y'  1=  o,  I  ;  7  =  ' .  7'  =  O- 

Si  l'on  a  a,  =  a  =  I,  p,  =  ^  =  o,  donc  ^eesu'-,  yjeeso,  les  formules  (4)  deviennent 

y,  m'^=  X  +  y^,  0,  m'2    =  Ô, 

y',  «'2=  x'+  y  3'+  y'«',  ô',  ^m'^—  âc' -)- 5' «'  +  ê'c'. 

On  peut  toujours  faire   y,  =  y,  =  o,  et  l'on  voit  que  les  types  distincts  de  G  corres- 
pondent aux  quatre  systèmes 

ô  =  o,  â'  =  o,N;  â  =  i,N,         ô'  =  o;  (/>>3), 

(5  =  0,1,.       ô'=:o;  ô^  —  I,         (3'  =  o,i;        (yazrS). 


lOO  LES    GROUPES    d'oRDRF.  //'. 

Soit  p,  =  p  =  tÎ  =  0-'=  o,  CT,  =  (7  =  p'i  =  p'=:  r,  donc^ïEEM",  r^^M'*,  -q^^u' (z'u' -h  s). 
J.os  formules  (3)  conduisent  encore  aux  trois  mêmes  hypothèses  irréductibles  sur  a,  'i. 
Si  l'on  a  a,  =  a  =  ^1  =  [3  =  o,  les  formules  (4)  deviennent 

yiii"'=yz  y^  it'{s -]- z' II') +  di  zii-EE^oz, 

y\  ii'^^yz'  +-  y'  II',         y\  ii  {s  +  z'  ii')  +  ô,  za"^^^  o;'+  o  li  +  t  z' , 

et  l'on  voit  que  les  types  distincts  de  G  correspondent  à 

y=:y'  =  0,  ô  =  0,  ô'=0,   i;  (^>3), 

7  =  y'=o,         0  =  0,1,  ô'=o;  (/j>r=3), 

y  —  y'=o,         0  =  1,  N,         ô'=o;  (/J>3), 

y~y'=o,         o=— 1,  ô'=o,  i;  (/7  =  3); 

■l  =  o,         /'=i,N,         ô  =  o,  I,  ..., /j  — I,         ô'  =  o;  (/j  ^  3), 

7  =  1,  •/'  =  »,  â  =  o,  o'  =  o;  (/^  î   3), 


■/  =  •'      y=0' 


0  =r  O, 


ô'=(i,/^),  (<•,{■');  (/>>3); 


doux  valeurs  de  o'  comprises  dans  une  même  parenthèse  fournissent  le   même    typ« 
si/)  est  ^  I  mod  4- 

Si  l'on  a  a,  =  a  =  o,  ^,  =  ^  =  i,  donccsssi,  les  formules  (4)  deviennent 

-/',«'' EEE  y,z'  +  y'  h',         y'^u\s  +  z'  li)  +  ai  a'^— j:  4- ô;' H-  ô' m' -t-  s' x;'. 

On  peut  toujours  faire  o,  =  o',  =  o,   et  les  types  distincts  de   G   correspondent    au? 
systèmes 

y  =  o,         /  =  o,  i;         y  =  (.,<,  t^),         7'  =  o;         {pl'i), 

les  valeurs  de  y  comprises  dans  la  parenthèse  fournissant  le  môme  type  si  p  est 
mod  4- 

Si    l'on    a    a,  =  a  =  i,    ^,  =  ^  =  0,    donc    u'^^i,    * -H  m's'i^e^o,    les    formules 
deviennent 

y^=x-+-yz,  (î,     =ô, 

y',  =  x'  +  yî'+ y',  ô',  s  =  ô:' +  â' -1- s' ;'. 

4 

On  peut  toujours  faire  y,  =  7',  =  o,  et  les  types  distincts  de  G  correspondent  aux  p 
systèmes 


0  =  0,  0  =  O,  I  ; 

ô  =  o,  1,         0'  =  o; 


0  =  1,  2,  ...,/7  — I,         0=0;  (/0>3), 

o=— I,  ô  =0,  1;         (/J  =  3). 


Soitp,  =  p  =  i,  (7,  =  c7  =  p',  =  p'=  7',  =  0-'=  o,  donc  "^EE^rz,  yjssisEs^'ssEo,  les  for- 
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mules  (3)  (levieriiiciit 

et  permettent  de  réduire  a,  ^  aux  quatre  systèmes  irréduetibics 

3t  =  o,  I,        ;3  =  o,  I. 
Si  l'on  a  a,  =  a  =  ^,  =  [3  =  o,  les  Ibrinules  (4)  deviennent 

y', /•;  =  ■/«',  â'j;«'=o', 

et  les  types  distincts  de  G  correspondent  aux  2p  -+-  21  systèmes 

7  —  0,  y'  =  o,  1,  0  =  0,  i,N,  0=0,1;  (/•'  =  3), 

7  =  '»  7'  =  o,  ô  =  o,  i,N,  .5'  =  o,  i;  (/>î;3), 

7  =  1,  7'='»  â  =  o,  o'  =  o,  i,N;  (/>  =  3), 

7=1,  ■/'=''  0  =  1,  N,  o'  =  o,  i,...,/j  — 1;  (/>^3). 

Si  l'on  a  a,  =  a  =  o,  [î,  =  [i  =  j,  donc  rc=E?  ;«'%  les  formules  (4)  deviennent 

'•if  /  "^  '  1 1  I  '^t         t 

y^z-u=Y,  o,  5«^=  j:'4- 0  «'. 

On    peut   toujours   faire   0,  =  0,  =  o,    et  les   types   distincts  de  G   correspondent    aux 
systèmes 

yr=o,  y'rrro,  1;  7  =  ''  7'  =  o,i;  ( /^  =  3  ), 

7  =  1,        7'  =  «',  «*  ;  (  /^  =  I  inod  3  ). 

Si  l'on  a  a,  =  a  =;  I ,  ^,  =:  ^  =r  o,  donc  s  ?=s  i ,  les  formules  (4)  deviennent 

y,  /■  =  j;'  +  y,  (3,  «'2=  à 


'  I    ./  ,.' 


y  j  /•  =  .r'  -1-  y  « 

On  peut  toujours  faire  y,  =  y',  =  o,  et  les  types  distincts  de  G  correspondent  aux  p  -+-  3 
systèmes 

0  =  0,         0  ==  o,  I  ;         0  =  I,  M,         0  ;^  o,  I ,  . .  ,, 

Si  l'on  a  a,      a  =  jS,  =  fi  =  i ,  donc  z^e  i ,  teeeem'^,  les  formules  (4)  deviennent 

y,  ?/'-=  X  +  y,  0,  //'-=  .z'  +  -5, 

y',  (/'-  ^^  a:'  -i-  y'  (/',  o',  //'^  ^  a.''  +  o'  «'. 


I02 


On  peut  toujours  faire  Yi  =  7, 
on  a 


l.F.S    GROUPES    D  ORCUK  //'. 

o;  en  supposant  y,  =  y 


=  O,  donc  a^EFEaj'ss^o, 


et  les  types  distincts  de  G  correspondent  aux/;  ■+-  3  systèmes 


:0, 


:0,    l;  0=1,  K, 


o,   I, 


p  —  t 


33.  Supposons  maintenant  x,  ='■/.  =  v',=rv' =i,  x,  =  x' =  v,  =  v  =  o,  donc  l==s'z, 
"il^^s  z' ,  ri^EBs'u,  yj'ssej'm',  les  formules  (3)  deviennent 

s'(zpi  -h  z'at)  =  r(pz  +  p'«)  -+-.'!:,  -«'(«p,  -^  ii' a,)  =  /'(a:  +  a'  ii)  -^  su, 

s'(sp'^-h  s'œ',)  =  /■(p;'  +  p'  II')  -hsz\         s'(iip\  -+-  II'  a\)  =  r  {(!:■'  -i-  a'  ii'  )  -+  su' 

et  donnent,  en  résolvant  et  tenant  compte  de  s'^^zu'  —  //:;', 

s'-pt=  ru'  {pz  -h  p'  u)  —  rz'{az  -h  a'  ii)  -\-ss', 

.v'2ct,=  7-[!TJ-+(0:'—  p)«;—  pV/2],  s''p[  =  r[p'u'-'-\-(p  -a')ll'  z'  —  r;z'-^\, 

s'^a\  ^E  rz{(jz'-\-  0-'  II'  )  —  rii(  pz'  -+  p' u')  -h  ss' . 

Les  deux  formes  quadratiques  i,  et  p\  ont  pour  discriminant  commun  (p  —  ff'j-  +  4p'T; 
on  peut  donc  avoir  p',cr,:;:^o  toujours  et  seulement  si  (p  -  cr')- -i- /j  p'cr  est  carré. 

Supposons  d'abord  (p  —  a-')-  +  fip'u  non  carré,  ce  qui  implique  p''y  ^  o,  les  équations 
résolues  donnent  par  addition 


«'(Pl-+-  '^\)=  ''(p  H-  (7)+  2S. 

En  prenant  5 ^Eo,  u'b^q,  gz  -+-  o-'mee^o,  iiz'  ^  o,  on  obtient 
donc  c;'*+  !\p'a  non  carré  et 


o.  Soit  donc  ?,  =  o  ==^ 


o  =  ruu' p'  —  rz'((jz  +  o-'(/)  h-  ss', 

s'^a^=  r{az^-+  g'  uz  —  p'  a--),         s'^p'^=  r(p'  ii"-—  a'  u' z' —  <7z'^), 

s'^-u'^  aEir[2azz'  —  ap'ww'-f-  a'(zu'  +  uz'  )]; 


en  prenant  5'=Eo,  sssem'ee^i,  ct'— ap'u^so,    teesei,   «p'+j  =  o,   on  obtient  c7',e^o. 
Soit  donc  a\  =  (t'=  o,  donc  p'a  non  carré  et 


o  ^  uu' p' —  zz' ( 


s'^<7^=r(uz^-p'u^),         s'-'p',~r{p'u'^~az'^); 


en  prenant  asEs'=o,  ;:  =  «'  =  i,  rp'=i,   on  obtient  p',  =  i .    Soit  d 


onc 


p,  —  p  —  I, 


donc  T  non  carré  et 


vu;\\\f.  (ii)(ii)(ii). 

O  ^  Il  II' — zz'tj'^^s, 


lo.i 


en  prenant  j^eehs'seeeo,  m'-'Neeeeo-,  s^eei,  on  obtient  a-, :eee:N  non  carré  arbitraire.  Ainsi 
tous  les  systèmes  (pTp'a-')où  (p  —  a-')-  +  4p'a-  est  non  carré  et  ceux-là  seulement  sont 
réductibles  à  (oN  i  o  ). 

Supposons  maintenant  (p  —  t')'--+-  'ip'a- carré,  on  peut  (aire  p'|  =  o;  et  si  p'|  =  p'=o, 
les  formules  résolues  donnent 


d'où 


.■<'-pi=  r\pzii'—  z'{<7z  +  o-'h)]  +•  ss',  o~z'[(p—v')ii'—(jz'\, 

i'-o-'i  =  /-[zivz' -+-  q' a' )  —  p«;']  +  ss',         «'-(7,=  rz[rjz  +  (ff'—  p)u\. 


4-'-(p,H-  <j\)  =  r{p  +  ff')+  2.Ç. 

Ii]n  dis|)osant  de  *  on  peut  faire  p,  =  o  ;    soit  donc  p,  =  p  =  o,  donc 

o^E^  rz'{'7z  +  <j'  u)  —  ss'  ^^  z'{<jz'  +  a'  II), 
s'^ <7'^^B  r\_z{<j z'  +  a' u' )  -\-  z' {a z  -i-  <j'  u)\,         *'-(7,  =  /■;[(7  3  +  cr'w]. 

Si  l'on  a  a'^  o,  on  ne  peut  avoir  i'^f.^o,  car  il  faudrait  pour  cela 

o  =  •:'(<7-'+  (y' n'y^^  z{'7 z' '\-  <j' u' )  +  z' {c z  +  "■'")> 

donc  ou   bien  ;'^s^a'sso,  ou  bien  o-j'h- tu 'seets -h  a'w^so,  donc  dans  les  deux  cas 
zii'  —  itz'^o.  Mais  en  prenant  s'esjsso,  z  }sb\ ,  <j'u^—  <7,  a'r^u',  on  obtient  o-,e:so, 

Si  l'on  a  t',  =  a-'=  o,  donc  oe;s(tz'-e^*,  5'-a-,:^rz-(T,  les  conditions  de  figure  exigeant 
(T^o,  il  faut  z'=^o,  donc  -  ^  o,  donc  a-,  ^  o;  en  prenant  n  ees  u'^  on  peut  faire  a-,  =  r. 
Ainsi,  tout>  système  (pa-p'^')  pour  lequel  (p  —  T')--i-1p'a-  est  carré  est  réductible 
à  (oooi)  ou  à  (oroo),  ces  deux  systèmes  étant  irréductibles  l'un  ii  l'autre. 

Soit  (p,  ^1  p',  o-'i)  =  (po-p'o-')  =  (ooo  i),  donc  sz-i^(r-hs)u=E^z'(s'  —  s)  -=u\r-\-s  —s')esso, 
d'oîi,  en  éliminant  r,  5,  s'  (rs'^o),  zz'^eeuiu'^zu^z'u'^o.  Les  formules  (3)  deviennent 

d'où,  par  multiplication,  (s«'+ w:;')'a,  ^,HEs/^a[3.  Comme  on  a  (zu' -h  uz'y-^^s'^^  o, 
on  voit  que  a,  ^,  est  ^eo  toujours  et  seulement  si  a^  est^o.  Supposons  a^'^o,  on  peut 
toujours  faire  a,  =  o  (si  l'on  a  a  ^  o,  [3:sho,  on  prendra  ii'^z^o,  —  s^r^^uz'  ^o); 
soit  donc  a,  =  a  =  o,  donc  5's'p,sEEO,  *'«'^,e^  ^r.  On  a  P,ss50  toujours  etseulement  si  ^ 
eslîE^o;  si  j3  est  ^o,  en  prenant  :;':^m^5^o,  «'^j3,  r^zu',  on  obtient  {3,eesi. 
Supposons  ajîl^o,  en  prenant  «^s'^s^o,  s^a,  a'^^,  /-^ajB,  on  obtient  a,^p,^  1. 


lO^ 


LES    GROUPES    1)  (»l!l)l!l.   p' . 

Tout  syslème  (aji)  est  donc  réductible  à  l'un  des  trois  systèmes  irréductibles  entre  eux  : 

(oo),  (Ol),  (il). 

Si  l'on  a  (a,  p,  )  =^  C'^?)  =  (<^")'  'es  formules  (/j)  rencontrées  dans  l'étude  des  g^,   de 
tlgure  (i  i)(i)('  0  donnent  en  les  résolvant 


s  'ji  ^^      y z a  —  0  u 


y  II  :■' +  0' :■  II' ,         s'^y\ 


on  en  tire 


■v'(  7i  +  ô;)  EEE  y  +  ô',      5"7,  ô;  =e  y  a' 


s'-o,y,  =  oy'. 


Hemarquant  que  le  déterminant  commun  des  deux  couples  de  formules  ayant  pour 
carré  *'*  est  ^o,  on  trouve  aisément  les  systèmes  irréductibles  auxquels  peuvent  être 
ramenés  les  systèmes  (y^y'S)  pour/?>3.  Il  y  a  d'abord 

y  —  o  =  y'—ù'  —  o; 
puis,  si  l'on  a  yeeeS'^^o,  Sy'eee^o,  mais  S  ou  y'  ^o, 

yziro,  Ô=I,N,  y'=ô':zro; 

si  l'on  a  y^'^^e^o,  mais  y'  ou  o  ^o  et  o  hesy'seeo, 

y=:â=ry'=o,         ô'=i; 

si  l'on  a  y^'^^o,  y  ou  o'  ^o,  oy'^^==^"'  ^  ou  y'  ^o. 

y  =  0  =  0,  y'=i,N,  ô'r=i; 

yz=0,  Ô=I,N,  y'=o,  ô'— 1; 

si  l'on  a  Sy'?^*^  ^'t  carré,  Y^^^'^^o, 

y=o,  ô=:i,  y'=i,  ô'=o; 

y=zo,         â  =  N,        y'=N,        â'=o;        {p  =  1  moAq); 

si  l'on  a  Sy'^o  et  non  carré,  vE^o'ss^o, 


.     1  =  0,         Ô  =  N,         y'=i,  a'=o; 

y  =  o,         ô  =  i,  y'=.N,         â'=o;        (/j  p^  1  mod4); 

si  l'on  a  Sy'^  *^»  Y^'=="'  Y  ""  ^'  ^o» 

y=o,  ô=zi,N,  y'=:  I,  2,  .  .  .,  p  — I,  5'=i; 

si  l'on  a  y^'^o,  S^y'^O'  ^f^  prenant  meehs'eeso,   zu'^^ez-^^,  on  obtient  Yi^^i;  soit 
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donc  Yi  =  Y  =1,  donc 

s'=  =  5  k'  —  o'  a  z',         5"  ô;  =  —  uz'  4-  ô'  3  u', 

on  en  tire  ou  bien  ss^m'eeeeo,  d'où  S'S',e^i,  ou  bien  m^ee^'^eeo,  d'où  o'ehe;S',  .  Les  sys- 
tèmes irréductibles  sont  donc 

7  =  1,  (5  =  0,  y'=o,  Ô'=:l,  /,/-,...,  i   2    ; 


si 


l'on  a  Y^'^o,  ây'EEso,  0  ou  y'  ^o,  les  systèmes  irréductibles  sont 


yr=l,  0  =  1,  y'=0,  ô'=l,  2,  ...,/)  — (. 

si  l'on  ayS'^Y^^'  •'^  peut  comme  précédemment  faire  Yi  =  •,  ■5,  =  i,  î,  .  • .,  i  ^  .  Soit 

donc  Y,  =  Y  —  '  >  ^'i  —  °  '  donc 

«"     =      zu'—^'uz',         5'-^ôi=— -/«^  -t-âsS 

on  en  tire  ou  bien  s^em'^eeo,  donc  5'^^—  us'  et 

,  '  ,  l  d'Où         «'."^ô'^i^.,         ô.yi^â/ 

ou  bien  M^z'^o,  donc /ï^sm' et 

5«<'si,         u'H,=  è,        ^^y\  =  i,         d'où        aiyisây'. 

Ainsi,  polir  toute  valeur  de  S' autre  que  i  ou  —  i,  on  doit  nécessairement  faire m^s'^o 
et  l'on  trouve  alors  comme  systèmes  irréductibles 

y  =  i,  â  =  i,N,  y'=i,  2,  ...,/>  — I,  è'  =  i,  l'-,  ...,  i  ■^    . 

Pour  S'  — =ti,  si  Sy  ^^^  carré,  on  trouve  pour  p^^i  mod4  :  0  ^  i,  y'=  ij  *%  •  •  •  '''"'' 
et  0  =  N,  y'=  '.  i^,  ■  ■  •.  i^~^',  pour/7^  i  mod4,  la  deuxième  série  se  ramène  à  la  première. 
Si  oy'  est  non  carré,  on  trouve  pour  p  ^  i  mod4  :  0  =:  i,  y'  =  «.  '^  •  •  .  ^'''^  et  o  =  N, 
y'=  I,  r, . ,.,  j/'-S;  pour  yo^i  mod4,  la  deuxième  série  se  ramène  à  la  première.  Ainsi  on 
a  comme  systèmes  irréductibles 

§  =  1,        /=r,  2,  ...,/>  — i;  d  =  N,        y'— i,  i^,  . . .,  ïp-';        (p  —  imodlt); 

d  =  i,        y'—i,2,...,p  —  i  â  =  N,         y'=i,  iS  ...,  iV'"3.         (/^  =  3mod4). 

Si  l'on  a  (a,  ^,)  =  (a^)  =  (o  i),  on  a  z'^u^o,  z^i,   r^s'^^u'  et  sur  les  for- 
P.  14 
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mules  f/i)  simplifiées  on  voit  immédiatement  que  les  systèmes  irréductibles  sont 


y  =  o, 


ô  =  o,         y' 


■o,  i 


f  ' î  '  •  '> 


p  —  1 ,         0=0. 


Si  l'on  a  (a,  j3,)  =  (a|3)  =  (i  i),  on  a  s'^  w,  u'i^z,  sme^o.  On  voit  sur  les  for- 
mules (4)  qu'on  peut  alors,  en  faisant  m  :e:so  et  disposant  de  x  elx',  obtenir  y,sEs  y',sseo. 
Soit  donc  y,  =  y  =  y,  =  y'  =  o,  on  a 

s'{z  —  u)ôt  =  èz  +  è'u,         s'{z  —  u)^'^^§u-h§'s,         «2  =  0,         x'~z^—u^. 

Remarquant  que   l'on  en  tire  /^S,  S',  ^oS',  on  voit  aisément  que  les  systèmes  irréduc- 
tibles sont,  si  So'  est  e^o 


si  00'^  o  est  carré. 


y  =  ô  =  y'=zo,         ô'  —  o,i,'S; 


y  =  o. 


i,       y'  =  o,       â'=  !,<■';  y  =  o,       (î  =  N,       y'  =  o,       è'  =  i,i^;         (j5  =  iniod4)| 


è  =  i,         y'  =  o,         è'  =  i; 


SI 


oS'^  o  est  non  carré, 


y  =  o,       è  =  i,       y'  =  o,       S'  =  i,  t'; 

y  =  o,       (5  =  1,       y'=o,       ô'=N;  y  =  o,       i5  =  N,      /  =  ©, 


(/?  =  3  mocl4) 


(/?  =  I  mod4) 
(/>  =  3mod4) 


Soit  (p,a,  p', (T'^)  =  (p!Tp'a-')  =  (oioo),  donc  s' z'^^^sz,  s' u'^^^rz  +  su,  sz'^rz' -\-su'^<. 
d'où  ^'^5^0,  r^u!"^,  ^'shs^m',  y]^:3mm',  ^'sso,  y'^st/-,  on  voit  sur  les  formules  (3j 
qui  deviennent 


z^a.'^^^aii! ,         s(Ha| -+- M'Pi)iii  a'(3, 


que  tout  système  (aj3)  est  réductible  à  l'un  des  trois  systèmes  irréductibles  (00),  (01^ 
Si  l'on  a  (a,  p,)  =  (a  ^)  =  o,  on  voit  sur  les  formules  (4)  qui  deviennent 


s^M'y,  =  yc  +  y'«  —  i!  z'-u,         zuii!  y^  4-5M"^âi=  ôs  +  â' h  +  i!  zii^. 


z-y\^Y, 


que  les  systèmes  (ySy'o')  irréductibles  sont 


■■' S'. 


,/— A'— . 


(/'>3)i 


y'  =  d'r=0,          y  =  o,          â=:o,  l,N,  y'i=(5'=:0,          y  =  l,          6  =  0; 

y'  —  o,    o'—i,     y  =  o,  2,  3, ...,/;  — I,     0  =  0;  y'=o,     ô'=i,     y  =  i,     â=:o,  i,N; 

y'=o,         ô'  =  o,  I,  y  =  o,         0  =  0,  I,— i;                                 (/'  =  3)J 

y'r=i,N,         o'  =  o,  y  — 0,1,         ô=ro,  i,N;                                 (/>i3)^ 


y  —  y—0,       O=zo,i,i,  à'  —  o;  y  =  y' =  o,        d  =  o,        d'  =  i,c,i';        ip  = 
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Si   (a,p,)  =:(aj3)  =  (o  i),   on  voit  de  même    que    les   systèmes    irréductibles   sont 

y  — o,  I,  y'  =  o,         ô  =  §'=o;  y  =  o,  y'=i,  2,  ..  .,/)  — I,  ô  =  ô'  =  o;         {p<3); 

y  =  o,         y'  =  o,i,  è  —  à'  =  o;  y  — 0,1,  y'  =  ~i,  y  =  §'  =  o;  {p  =  5). 

Si(a,[3,)  =  (a[3)  =  (io)  donc  u'^z^,  u^o  on  trouve  pour  système  irréductibles 
y  =  y'=:o,       è  =zo,  1,  i,  i-,  P,       à'z=o;         y  =  y':rro,       d  =  o,       â'=:i,«,  P;       (/)^imodi2) 

y  =  y'=o,       d  —  o,i,i,i-,i',       ô'—o;         y  =  y'=o,       d  =  o,       ô'm;  (ps  ); 

\         2  mod  3  / 

3  mod  /4\ 
I  mod  3/' 

y  =  y'=;0,        5  =  0,  i,«,  ô'  =  o;  y  =  y' =  o,       <5  =  o,       §'=1;  (/>  ^  j'. 

Soit(p,o-,  p\u\)  =: (p (7 p' d') ^(oNio)donc^ s' z'^^ru-{-sz,  s' z^ru'-i- s z',  ISls'u'^E^Nrz-hsu, 
s'u  =  Nrz'  +  su',  d'où  N/-=N(=='- Ns'-)  =  Nm'^  -  m%  jeeeehm^  -  Nm'='=o,  d'où  enfin 
N^'-'-H  «*^N(N;'--h  M*).  En  examinant  séparément  les  trois  cas  seuls  possibles: 
uz-u'z'^o,  u^z'^^o,  s^m'e^eo,  on  voit  que  ces  relations  équivalent  à  z^e^(x>u\ 
«s^wN^',  r^^u"-  —  Nz''^,s'E^(ii(u''^  —  N:'*),^:^o,  co  désignant  ±  i.  Nous  supprimerons 
désormais  l'accent  aux  lettres  :;  et  «.  Les  formules  (3),  qui  deviennent  en  résolvant 

montrent  que  tout  système  (a^)  est  réductible  à  l'un  des  deux  systèmes  irréductibles 

(00),  (01). 

Si  (a,  [3,)  =  (a^)  =  (00)  les  formules  (4)  résolues  et  combinées  linéairement  donnent, 

en  posant   Y-f-o'=o,    Ny'+o  =  '|,  y  —  o'=o',   Ny' — 0  = '|',    y,  +  0',  =  ç,,  ...,    d'où 

T=^(?-t-?')'  «'=5(?  — ?')'  T'=^ ('!+-']'')'  ^  =  î('|  — '1').  et  supposant  d'abord 
/7>5: 

(  M»  —  N  z' )^  ij;',  =  4/' m"  +  2  N  9' a  5  +  N  ij;' 5% 

Si  l'on  pose  y 0'  —  Sy'  =  A,  on  voit  aisément  la  relation 

<|;'2_  N(p'»=  (J.2_  N<p»+  4NA, 

qui  avec  (w-  —  Ni*)*A,^A  donne 

(w^— N3î)*(i^;'  — N9  2)=  J/'^— N«p'*; 
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donc  on  a  t{^',s^',9Hso  toujours  et  seulement  si  l'on  a  iJ^'^ç'eso  et  jle  caractère  quadra- 
tique de  'Y'^  —  N^'^  est  invariant. 

Soit  '\i"^  —  N(p'-  non  carré,  on  peut  en  prenant  a)  =  i,  s  =  o,  fi"  =  9'  si  9'  est  carré, 
co  =  I,  u  =  o,  ^z.^=  f'  si  ç'  n'est  pas  carré,  obtenir  ?',sei.  Soit  donc  ç',  =  (p'=  i,  donc 

ou  si  l'on  pose  m^-+-N^*se^^  2?/3^p,  «-  —  Ne"  étant  ^o  et  carré  (condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  h  et  s  existent) 

On  en  tire  en  éliminant  <*  —  N^»^  puis  ^|/' 

{Y—t^<\>'^)t  +  {fi  —  (ù^'Y^)v  =  0, 
'ùt  —  ij^iC  =  I. 

On  vérifie,  en  tirant  t  et  c,  que  ces  équations  équivalent  aux  deux  précédentes  et 
entraînent/^  —  N^'-^o  et  carré,  pourvu  que 'j/'/  —  Nsoit  non  carré  comme  l'est  j/'^ — N. 
On  pourra  donc  toujours  prendre  /  et  (^  et  par  suite  s  et  a  de  manière  que  'W  ait  une 
valeur  arbitraire  telle  que  ■Ij'^  —  N  soit  non  carré.  Ainsi  tous  les  systèmes  (9''j>')  où 
(|/'2 — N(p'2  eg(_  f,on  carré  sont  réductibles  à  l'un  quelconque  d'entre  eux.  Soit  donc 
ç;  =  9'=i, 'f,  =  'j^'donc 


d'où   l'on   tire  si  co  =  i,  p=o,  /  =  i,  d'où  ^^o,  m^^i;  et  si  isi^  —  i,  t\ 

y^  ti,'2_]vj'  ^'QÙ  ""^  j.'i'— n'  N^''^^=  m,>2__]v'  0"   il  <''*"C   toujours  a-  —  N-^^w  et  par 
suite  9,^9,  wv|;,^(|(.  Les  systèmes  irréductibles  (ç'jiç'i]/')  sont  donc 

9  =  o,  I,  . . ., /j  — I,         J>  — o,  I,  ...,^ )         9'=i,         4'' 3i"t*'''''*'i''6  (4*^ — N  non  carré). 

Soit -y  —  N9'- carré,  on  peut  faire  9',  =  o;  en  supposant  ç',  =  <p'=  o  donc '^'^o  on  ai 
^M^o,  (w-  4-  N  2- )'!»',  2^4*',  ^t 'on  peut  toujours  faire  '\\  ^  i.  Soit  donc  'W  =  1];'=  i,  on  a] 
M-  +  Ns^^i,  ce  qui  exige  avec  susso,  s^o,  m^e^i,  et  par  suite  (oçiEesç,  i];,^'];.  Les 
systèmes  irréductibles  (çij;(p''y)  sont  donc 


9  =  0, 


p  —  \ 


lj>  =  0,   I,    ...,/>  — I,  9'  =  0,  l]/'r=I. 


Soit  (J^'ssç'eeso,  donc  <|;',e^ç',^o,  on  voit  immédiatement  que  les  systèmes  irréduc- 
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tibles  (ç'I)  sont 

P  —  '  I 

cp  =  (|/  =  0,  9  =  0,  ']i  =  i;  cp  =  i,  4'  =  o;  (^  —  1,1,..., — —,  ij;  =  i. 

Pour  p  =  3,  on  a  N=  —  i;  en  opérant  comme  précédemment  sur  les  formules  (4),  et 
posanty'-4-Sï^<p,  y  —  o'^^'\/,  y  +  S'^^'l',  y' — ^^^^'^  y',  +  0|^^?..  •••.  0»  trouve 

on  en  tire  ç^  +  ^j;5sEE<p^i^^. 

Soit  9^  +  vj^^sEE — I,  on  peut  toujours  faire  9,  =  i,  car,  si  çsee — i,  en  prenant  «^o 
sE^i,  on  obtient  9,  ^si,  et  si  9,  =  9  =  i,  on  a  isesu^  —  z'^  —  •]^uz,  ^3i'\>^^;suz  -+- t{/(a^  —  z^); 
en  prenant  alors 3 EEEo,  M E^i,  w;e^v{^,  on  obtient  ^J^,e^i.  Si  I,  =']/=  i,  on  a  iee^m^  — 3^ — uz, 
wss«^  -4-  uz  —  z-,  donc  u^o,  u^^i,  et  par  suite  z(z  ■+-  w)see  o,  s'^eeew  —  i,  (|/',^s^', 
9'iEEs(i  +  3-)9' — 3^  On  voit  que  si  9'  est  eesi,  on  a  nécessairement  9,^:^1,  et  que  si 
9'= — I,  en  prenant  s  +  «sso,  co  =  —  i,  on  obtient  9, se o.  Les  systèmes  irréductibles 
(9'ji9'']/')  sont  donc 

(p:=(]>  =  I,  (p'=:0,  I,  ({;':=  0,1,  — I. 

Soit  9^+.j;-EEEi,  on  peut  résoudre  la  congruence  quadratique  9,^0;  si  9,  =  9  =  o, 
on  a  o^i^zu,  (o'\i,^<\i(u^ — z'-)et  l'on  peut  toujours  faire  '■|',eesi  en  prenant  seso,  (ù^^'\i, 
S,ï  •]) ,  =  <\i  =  i  on  a  ojssM-  —  z-  puis,  comme  m-  +  s^eesi,  '^^^(m-  —  s-)-^',  9jEee9'.  On 
voit  que  les  systèmes  irréductibles  (9'|9'.|/')  sont 

9  =  0,  4/  =  !,  (p'=:0,I,— I,  4'rro,  I. 

Soit  9^^pïEso,  donc  9,se^J;,eeeo,  on  voit  directement  que  si  9'  est  eeei  on  a  nécessai- 
rement 9',=^!  et  que  si  9'sH — i  on  peutfaire  9,  =0.  Si  9',  =9'=  i  on  a  '1',  E?^M(a^  -t-^^)'^'; 
si  9'|  =  9'=  o,  on  a  ^meeeo,  9', ^^cd'I'.  On  voit  donc  que  les  systèmes  irréductibles  sont 

cp— 4  =  0,  (f)'—0,l,  4'  =  o,  I. 

Si  (a,  jî,)  =  (aj3)  =  (oi),  donc  ^e^o,  m'sssco,  on  voit  sur  les  formules  (4)  que 
les  — — —  systèmes  irréductibles  sont  : 

y  =  o,i,...,f^^^,  /=o,  I,  ...,/>  — I,         ô  =  i5'  =  o, 
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Type  JV  de  G  |  A. 
34.  Les  conditions  d'ordre  et  de  figure  étant 

X  ^  V  sEi  o,         a'^v.'^—p,,        {3' EEE  v' E=  —  0-,         p'^(t'  =  o,         pouff^o, 

b'^a^  pouvant  toujours  être  pris  pour  b  et  cb^' a^'  pour  c,  on  peut  écrire  les  équations  de  G 

cP=b^a<^,         dP—b-\         eP=db^ai,        fP~c, 
d-^cd^c,         e-'^ce^cb,        f^^cfrrzc,         e^^de^d,        f^^df=zdb~^        f^'^ef  zi^ed. 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  cette  forme  d'équations  est  de 
la  forme  indiquée  précédemment  (n"  30)  avec  les  conditions 

;  ?'  =  o,         Y)' =5,         /•  =  !,         s^^z',         r'=o,         s'  =  s,         ue=o,         </es/, 

h  =  aa;'  +  ys',         k  ~  ^a;' —  y' -h  os' -i- ^^z' —  s' z',  h' =  o,  A-'  =  — x, 

et  il  opère  sur  les  exposants  a,  j3,  y,  S  la  transformation 

cc,^  =  (X,         a,Y)  +  [3,^  =  (3  —  s',  yiC^  =  ax  -i-yz,  —  x  +  y,rj  +  5,5  es  (3j;  —  y  +  as. 

On  peut  toujours  faire  [3,  =  o,  =  o.  En  supposant  j3  =  {3,  =  o  =  S,  =  o,  on  a 

(Xil  =  a,         airi=  —  z',         y^\=  a.x  ■^- yz,  —x^-y^ri  =  —  y,         tz^o; 

on  voit  alors  les  trois  types 

(X  =  o,         y  =  o,i;  (x  =  i,  y  =  o. 


2°  />  =  2. 

Type  r  de  G\\a\. 
35.  Les  conditions  d'ordre  et  de  figure  sonta'EEEEx,  j3'eee;v,  x'eeesv'eso,  un  détermina' 


au  moins  de 


étant  ^o. 


p     p      CT     a 
X      o      V     o 

Le  changement  de  générateurs  conservant  la  forme  des  équations  doit  vérifier 


I ,         u  ^  o. 


SE  o,  «    5EE  1 


S    'B^  I  /•    E=  O, 
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et  les  relations  entre  les  nouvelles  et  les  anciennes  valeurs  des  exposants  sont 


III 


(i)     ?a, +  r(3,  =  «  +  .îx, 

(2)  |x,  +  J'v,  =x, 

(3)  ^yi +  ^'°i-^-y"''-  =  V  +  (^  +  P)''^' 


(4) 


•0X|  +  vi'v,  =  V, 

Yiy,  +  Yi'iîi +yv  =  (5h-((3+ (7)^  (y 

Ylp,  +  Yi'o-,  =  cr  +  5v, 
Y)p',  +  -fl'CT',  =  a'. 


D'après  les  formules  (2)  et  les  conditions  de  figure,  on  peut  toujours  supposer 
X,  :=  X  =  o,  V,  =  V  =  I,  donc  ^'^o,  •t\'^\^  i  et  la  condition  de  figure  est  que  l'on  n'ait 
pas  p^p'sEEo-'^s o.  Une  discussion  obvie  montre  alors  que  les  systèmes  irréductibles  de 
valeurs  des  autres  exposants  sont 


« 

(3 

P 

G 

p' 

ff' 

y 

â 

y 

ô' 

0 

0 

0 

0,1 

0 

I 

0, 

I 

0 

0,1 

0 

0 

0 

0 

0,1 

I 

0 

0, 

I 

0 

0 

0 

0 

0 

I 

0 

0 

I 

0 

0 

0,1 

0 

0 

0 

I 

0 

1 

0,1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

I 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

I 

0,1 

0 

0 

0,1 

0 

0 

I 

0 

0 

I 

0, 

I 

0 

0 

0 

0 

I 

0 

I 

0 

0, 

I 

0 

o,i 

0 

0 

I 

I 

0 

o,i 

0, 

1 

0 

0 

0 

0 

I 

I 

I 

0 

0, 

I 

0 

0,1 

0 

Type  ni  de  ^\\a\ 


Les  conditions  d'ordre  et  de  figure  sont  a'E^x,  ^'^^v,  p^x  +  x',  o-^v  -l-  v',  p^or'^o, 

p.       O  CTO 

y.     p  +  X     V      CT  -+-  V 

pour  c,  h^a!^  pour  h  et,  par  suite,  écrire  les  équations  de  G 


un  déterminant  au  moins  de 


étant  ^o.  On  peut  donc  prendre  cb^ aX 


c'-^zb^a",         d^=b''ay-,         e^=b^ay,        P=c, 
d'^cd—c,         e-^ce  —  cb,        f'^cf=.c,         e-^de  —  dWa^,        f-^  df=  db^^'^ay-,        f-'^ef—ed. 

Le  changement  le  plus  général  de  générateurs  conservant  cette  forme  des  équations 
de  G  doit  vérifier 


^=1,  ?'=0,  Yl'  = 

Xr'  =  a;'  +  (  V  +  I  )y, 


h^OLx',         ^  ES  (3a;' -H  j',         rsi,         s  =  o,         h'^.xy, 
r' ^  o,         s' ^  1,         z^  i,         u  ^  o,         z' ^o,         m' ^  I , 
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et  la  transformation  opérée  sur  les  éléments  restants  est  définie  par 


(0 

(2) 

(3) 


Comme,  d'après  la  condition  de  figure,  on  ne  peut  avoir  x^o,  v^i,  les  formules  (i) 
donnent  les  deux  systèmes  irréductibles 


X  =  o,         V  =  o: 


X  =  I ,  V  :=  o. 


Et  l'on  voit  aisément,  en  supposant  successivement  x  =  v  =  o  et  /.,  =  x  =  i,  v,  =  v^  o, 
donc  y]sso,  que  les  types  distincts  de  G  correspondent  aux  17  systèmes  irréductibles  : 

X=:v:=0,         «  =  j3  =  0,         y=:0,  I,         Ô  =  0; 

«  =  0,      (3  =  1,      y  =  O,      0  =  0,1; 
a  =  o,        (3=1,       y  =  i,       â  =  o; 
a=ri,       (3=0,      y  =  o,       ô=o,  i; 
x:=i,       v  =  o,       a  =  (3=:o,       y  =  o,  I,       (î=-o; 
«  =  o,       (3  =  1,       y,       ô  =  o,  i; 
«=i,       (3=:  0,1,       y  =  o,       âz=0,  I. 


Figure  (11)(1)(1)(11) 


36.  D'après  les  types  connus  (')  de  figure  (i)(i)(ii),  on  voit  que  les  équations 
auront  la  forme 


aP=  bP-- 


ci'=ib^a'^,         d/'=c^b'^af,         ei>  =  d^cy  b^aP^        /i' =  cT  b"' aP' ,       i 


d^*cd:=cbV-a'>',       e-^ce^cby-'a^',      /-^c/:=cbV-'  a}-' 

Les  conditions  d'ordre  et  de  figure  sont 


'  de  —  dV  oT-,      /-'  df—  de,      /-'  ef—  eu 


a  =  sl",        (3  =  £pt",        (f>  =  ix-E'l",        (J;  =  [3-£>",        y=-e', 
£/  =  £v  =  ),  =  fx  =  >>'  =  fji'=  o,        y'^0,        X"  ou  iJ."^o, 


(')  HoLDER,  loc.  cil.;  DE  Séguier,  Éléments  de  la  théorie  des  groupes  abstraits,  Chap.  IV. 
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les  équations  de  G  auront  donc  la  forme 

ai'=bP^:i,         cP=  b^?a^'^,         dP-=  c^{b?a'^Y'^',         e''=  d^c^' b'^a?,        fi'^zh'^' a'?' , 
d-^cd  —  e^^ce—c,         f-'^cf^cb^a'',         e  '^  de  t:^:  db' a'- ,         f^df—dc,         f''ef—ed, 

avec  les  conditions  ex^ev^o,  a  ou  ^^  o.  Un  calcul  direct  donne 
f'''e-''dyc'''f"-e-dyc^=P'e'-d'^c^'b^a>\         avec         U'=ij<'H-M,       l'  —  z'-^z,       Y'  =  3'«  +  /+j, 

H'  =  X [^^'5«  +  7'5  +  M^^jJ  +  «  p  (  3)  +  /  (2)  +  ^'  «]'• 
on  en  tire  par  récurrence  {/" e^ d^ c"^)"  ^=  f^^'e^'d'''c^''h''"a'^'  avec 


't  +  zii-'l'^^l'.t, 


U^^ifu,        Z^=:vz,         Y,=  vy  -i-  zu^l  ^  t,        \t,-=  cse -^\  yu -h  z(     )    -'1'  ' 
K,=  y\z^ul',-'lU-hyzl''-'t+ul''-'f^^\\ 

H,=  K\z^ul'',-'l[t  +  yzl''-U-hul'[-'('^\\ 
d'où  {pe^d^(fy=d^té-rh^ra''r,  avec 

D/,  =  £3(l+«),  Cp=:£'::(«--l)4-£j(l  +  «), 

Ayj  =  p3  4-  p'«  4-  £'(a[7(«^—  i)  —  s«']  — xs^«)  +  £a[x(M  H-i)  4-y), 

en  supposant  x,  y,  z,  u<^p;  enfin  le  commutant  \a,  h,  c,  d\  étant  abélien,  on  aura 
{/"e^d^c"')-' (J"'e''d^'(f')f''e^d^c''f'''e^'dy'(f'=d^"c^"b^"a^'",  Y",  ....  s'obtenant  en  retran- 
chant Y',  ...  des  expressions  obtenues  en  y  permutant  les  lettres  accentuées  et  non  accen- 
tuées de  même  nom. 

On  voit  que  le  changement  G  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des 
équations  de  G  sera 

ai—f^a^,         by=b'i'cfi,         |r)'  — yj^'^o,  c^=z  c^b'-a'',         Ç^o.         d^  —  d^c'^b'a',         O^o, 

ei=r/''e=rf3'c^6*a'*,        J\—f''e-dy'c'''b^'a''',         zu'—uz'^o, 

P.  i5 


ii4 

et  devra  vérifier 


LES    GROUPES    n  ORDRE  /7". 


r«' 


r  =  vzz' u'  -+-  ^u'^[z{u'  —  i)  -¥  y]. 


qEEa-Azz'u'-haii''[z{a'  —  i)+j],         t  =  K",         s  =  W. 

En  supposante,  =  c'"'7/ a?,  d,  =  d^"-' c-"-^*'"  h'a' ,  e,  =  e^d^(fh''a'' ,  q,  r,  s,  t  satisfaisant 
aux  conditions  indiquées  eta;,  j,  :;,  x'-,  y' ,  z'  u'  étant  </?,  e  fournit  sur  les  exposants 
de  G  la  transformation  (T),  définie  par 


(O 

(2) 

(3) 
(4) 


T,Xi  4- Y)'v,  =  v^'a', 


£5  —  s'  7  H-  ^pi  +  ^'  0-,  E=  A;„  £  ^  —  ê'  /•  +  rjpj  +  Y)'  (7,  =  Bp, 

lp\-+-iy\  =  k'p,  Yip  1  +  Y)'  ct',  =  Bp , 


A'  et  B'  désignant  ce  que  deviennent  A^  et  B^,  quand  on  y  accentue  x,  y,  z,  u. 
Discutons  ces  formules  pour  les  différents  valeurs  de/>. 


eut 
les 


On  voit  sur  les  formules  (2),  et  en  tenant  compte  de  la  condition  de  figure,  qu'on  p 
toujours  faire  a,  =  o,  p,  ^  i;  soit  donc  a,  =  a  =  o,  p,  =  ^  =  i,  donc  ^'ssso,  ïj'sh^j/', 
formules  (i)  qui  deviennent 

montrent  que  tout  système  (x,  v)  peut  être  ramené  à  l'un  des  quatre 

v.=zo,         V  =:  O,  I ,  N  ;  X  =  I ,         V  =1  o, 

qui  sont  irréductibles  l'un  à  l'autre. 

Soit  X,  =  X  =  V,  =  V  =  o,  les  formules  (3)  qui  s'écrivent 

lpi~pz,  Tflpi -H  5m"  EEi  0-3 

donnent  pour  (p,  a)  les  systèmes  irréductibles 

p=;o,         CT  — 0(1,  (,«■'');  p=i,         a-  =  o; 

les  valeurs  de   u  comprises   dans   la    parenthèse    ne    fournissent   qu'un  système    pour 
p^— imod3.    En   prenant   successivement   ces    différents    systèmes    (p,  ct),    les    for- 
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mules  (4)  montrent  que  les  types  distincts  de  G  correspondent  à 

P  =  o'  =  o,         p'  =  o,         a'=o,  i;  p  =  a  —  o,         p'=i,       a'  =  o; 

p— o,         a—{i,i,i^),         p'=o,  I,         cr'  =  o; 

p  =  I,  ff  =  0,  p'  =  0,  (j'r=0,  I. 

5oi^  X,  =  x  =  o,  V,  =  V  =  i,N.  donc  m'^ssi,  les  formules  (3) 

donnent  maintenant  pour  (p,  tr)  les  systèmes  irréductibles 

p  —  i 
p  =  o,         a  — 0,1,..., — —;  P  =  '»         a  =  o, 

et  les  formules  (4)  donnant  respectivement  pour  (p',  ct')  les  mêmes  systèmes  irréductibles 
que  précédemment  montrent  que  les  types  de  G  cprrespondent  à 

p  =  <j  =  o,         p'  =  o,         a'rro,  i;  p  =  (7  =  o,         p'=i)         (t'  =  o; 

p  =  0,  (7  =  1,  2,  ...,  /;  — I,  p'=0,I,  ff'zrzo;  p  =  I,  0-=:0,  p' =  O,  a' =:  O,  1 . 

Soà  X,  =  X  =  1,  V,  =  V  =  o,  donc  ^^^w',  y]eso,  (3)  s'écrit 

a'p,=3p,         m'^(t,^o-, 

d'où,  pour  (p,  a),  les  systèmes  irréductibles 

p  =  0,  (Tr=o(l,  «,  <^);  p=:i,  ar  =  o,  I,  ...,/?  — I, 

les  trois  valeurs  de  a  entre  parentbèses  fournissent  le  même  système  si  />  est  ^  —  i  mod  3. 
En  traitant  (4),  on  trouve  les  types 

p=:o-  =  o,         p'  =  o,         a'=:o,  i;  p  =  c7^o,         p'=i,         ff'^o,  i,N; 

p=:0,         U  =  (l,i,l'),         p'=o,l,         ff'=:0;  p=l,         (T  =  0,  I    ..  .,/>  —  !,         p'—O,         ff'  =  0,I. 


2°/;  =  3. 

Les  formules  (a)  et  (i)  conduisent  aux  mêmes  résultats  que  précédemment;  d'ailleurs 
on  a,  en  supposant  a,  =  a  =  o,  p,  =  ^  =  i, 

(3)  Ip,  ES  ps  +  X5j;' a',  r;pi  4- s«' a,  se  o-^  +  :(«'  —  i)+v:;s'm', 

(4)  'Ep\^Es  pz'-[-p' u'  —  Kz'^u',         Y)p', -4- -«'a'i  =  aj;'4- ot'm'  —  s'  —  vz'^ii'. 


ii6 


LES    GROUPES    D  ORDRE  p" 


Soit  X,  =  X  ^  V,  ;=  V  =  o,  donc 


"^Pi  —  ps 


Tipi  -+-  za' <7i  B^  az  -j-  z(  li —  I  ), 


^p[^Bpz'  -h  p'  u',        np[ -\- su' a'j 


^  (7  z  -\-  (j  a  —  z 


on  peut  toujours  faire  a,  =  o,  et  en  supposant  a,  =  cj  =  o,  on  a 

^Pl=p5,  Yipi=5(M'— I), 

ip\  =  p5'+  p'm',  y)p',  +  zii'  a\  ==&  u'  —  z' , 

en  prenant  ï)  =  o,  w'=  1,5'=  ff',  on  peut  faire  a,  =  o;  soit  tr,  =  C7'=  o,  donc 

Ip^^pz,  ■npi  =  z{u'—i), 

£pj  =  p^'H-p'«',  ■')pi=  —  -=', 

si  p  est  EEso  on  a  u'^i,  ^p\^Ep',  yjp'.see  —  z'  d'où  les  types  :  p'^^o,  i  si  p  est  ^  o,  on  peut^ 
faire  p,  ^  i  et  en  supposant  p,  =  p  =  i*on  a 

^  =  5,         n=z{u' — i),         z  p'j  =  z' -h  p' u' ,         z{u' — i)pi=  —  z', 

en  éliminant  z',  on  trouve  zp', EEsp',  donc  deux  types  :  p  =  i,  p'  =  o,  i. 
Soit  X,  =  X  =  o,  V,  =  V  ^  I ,  —  I ,  donc 

Hpi  =  pz,  i)pi  -h  zu'ui  =az  -+-  z{u' — i)  -\-vzz'  u', 

lp[  =  pz'  +  p'  u',         f)p\  +  zu'  (t'i  =  az'  -t-  a'  m'— ;:'—  vs'^ «', 

en  prenant  y]  =  o,  s  =  m'=  i,  vz'  =  —  ct  on  obtient  a,  =  o;  et  en  supposant  a,  =  a-  =  o] 
on  a 

^pii^p^,  f\pi  =  z{u'~i)+vzz' a', 

^p'j  ^  p^'h-  p'm',         ïîp'j  -t-  zu' a\  ^  a'  a'  —  s'  —  vz'-  u! . 

Si  l'on  a  p,  =  p  =  p',  =  p'=:  O,  donc 

m' —  I  +  v^'m'^  o,       sm'ct',  e=  ff'  LÏ  —  z' —  vz"^u' t 

en  éliminant  z' ,  on  trouve  za\  e^^ V,  donc  quatre  types  donnés  par  ct'  =  o,  i . 

Si  l'on  a  p,  =  p  =  o,  p'^o,  on  peut  faire  p,  =  i,  et  en  supposant  p',  =  p'=  i  donc^^EEw', 
on  a 

m'  —  I  -t-  V^'m'eS  o,  -o  4-  zu'  (j'^  HS  (7' m' —  5' —  vz'^  u' , 

et  en  prenant Zi'=  1,  5'=  o,  v]  =  cr'  on  a  a',  =  o,  donc  deux  types. 

Si  l'on  a  p^o  on  peut  faire  p,  =  i,  p'  =  o,  et  en  supposant  p,  =  p  =  i,  p'^  =  p'  =  o, 
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donc  ^^s,  z'^o,  on  a 

■n^z{u' — 1),         zu'<j[^a'u', 

d'où  quatre  types,  donnés  par  a'=  o,  i. 


3°  p  =  2.     (x=:vr=:o). 

En  prenant  comme  précédemment  a,  =  a  =  o,  p,  =  p  =  i,  donc  S's^o,  yj'sesi,  les  for- 
mules (3)  et  (4)  deviennent 

Pi  =  p,  ■fipi  +  (7,  =  (j-h  y, 

pi  =  p^'+p',  Y)p;  +  ff;  =  a;:'  +  cr'+y, 

on  peut  toujours  faire  a-,  =  a',  ^  o,  d'où  les  trois  types  : 

p  =  o,         p'=o,  1;  p  —  i,         p'  =  o. 


Figure  (1)(111) (11). 

37.  D'après  les  types  connus  (')  de  figure  (i  i  i)(i  i),  G  aura  des  équations  de  la  forme 

aP—i,         bP^a"-,         ci>=za'^',        di'=a'^", 
c^^bcr=  ba}-,         dr^  bd  r=L  ba}^' ,         e~^bez:^ba^,         f-^bf^=.baV-',         d^^  cd  r=.  ccC ,         e~^ce=^caP, 
/-ic/=caP',         e-^de^da",         f'^df—da"',         f-'^ef—eb,         ei'=c^b^a^,         fp—d^c^'a-'. 

p,  y,  P',  S  ayant  les  déterminations  suivantes,  correspondant  aux  types  distincts  de  G|  A  : 

I.  II.  m.  IV.  V.  r.  ir.  iir.iv.  v. 

(3         00000  (si />  est^3)  o     I     o    o    o        (si/)=:2), 

yooiii  ooiii 

(3'         o     I     o     I     o  o     I     o     I     o 

ôooooi  ooooi 

(  '  )  De  Séguier,  Éléments  de  la  théorie  des  groiif.es  abstraits,  Chap.  IV. 


Il8  LES    GROUPES    u'oRDRE  p" . 

Les  conditions  d'autoniorphisme,  fermeture  et  permutabilité,  donnent  : 

X  s  X'  =  yv  =  ôv  =  pp.  +  yp  =  (3'  p.'  +  âcr'  =  yp'  +  Pp.'  +  £p  —  «  =  âff  -H  P'  p  -|-  ep'  +  a  =  o. 

Les  éléments  normaux  sont  de  la  forme  d'c^b'',  avec  les  conditions 

vs  ^  vy  ^  pa;  -Hpy  +  ffs^p'x4-p'y-+-(T'.j^o; 

on  voit  alors  que  la  condition  de  figure  est  que  l'on  ait  v  et  [x  ou  [x'^o.  On  peut  donc 
prendre  a'  pour  a,  c'est-à-dire  supposer  v  =  i  et  les  conditions  d'ordre  deviennent 

X  =  X'=y  =  â  =  Pp  =P'p'=  Pp'  +  £p—  a  =  P'p  +  sp'  -+-  a  =  o. 

Ainsi  le  type  de  G|A  qui  convient  seul  est  le  type  I  avec  a;s;£[jLsss£[jL'  pour  p^T., 
(pouryo  =  2,  il  faut  a^s  a'E^jxssi). 

On  peut  prendre  e<i~^c'^  pour  e, /(/"?' c"' pour/,  puis  ce  que  devient  e~'/~'e/pour  b,  c'est- 
à-dire  supposer  p  =  a  =  p'=  0-'=  o;  les  équations  de  G  prennent  alors,  en  changeant  un 
peu  les  notations,  la  forme  simplifiée  : 

aP  =  I ,         bP=z  «E,         ci>  —  ««,         di'  —a^,         ei'  =  oï,        /''  =ia^, 

c-^bc  =  d-^bcl=Lb,         e-^be=baV-,        f-^  bf  =  baV-' , 

d-^cd^:^ca,  e-^ce:=f"^cf^c,  e~^  de  ^^f~'^df^:  d,        f-^ef^^eb. 

Si  l'on  pose 

{f'''e'''d-'cy'b=''f''e"d'-cyb''—Pe^d:'''c^'b^'a^', 
{f'e''d'cyb'=)-\f'''e'''d~cy'b''')-^—f''e"d-cyb''f'''e'''d~'cy'b=''=b'^'a^'; 
{f''e<'d'cyb'')"'=pwe^wd''-wc'wb^»'a^»',         {f''e'^d'cyb'')P=  b^"*'ah, 

on  trouve,  en  supposant  tous  les  exposants  </>  : 

V'=t;'+p,        U'=m'+m,        TI  —  z'+z,        Y'=/4-y,        1^  =u' v  +  x' -^-x, 
^' =L\x.x' u-\- ^ ix!  V  +  y' z-^  [Luu!  V  +  \x.v{       j -f- p' m' ( 

X'rr:  uv' —  vul ,  H"=pa;M'4-  \i! xv'  ^  yz'  -^  ]j.ii!  uv  4-p(''  ( 


K«l    2     )-"'' 


H.„=  [i 


IJ.XU  -h  ix'  XV  -h  ys  -+-  ^j.'  u 


2',"- U  +  p.uU' i'r  '  2',  <  +  p'  f< ('2 i';-2 l[t  +  ixi'  2',"- '('")) 


Ap=:a7-|-P-4-yMH-â('-t-  £'MÇ'(p'('  —  p<<)  -t-  £[^(i  -h  m  -+-  c)  +  y.3  +  «(>]. 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  de  G 
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est  de  la  forme 

ai  =  a^,         hi  =  Scnb^a'\         c^  —  Sc'^'b^-'a''',         d^  — S"  c^'lfi' a''" ,         e  ^~  f^  e"  d'- cr  b^  a'' , 

fy=f'e'''d'cy'b^'a''', 

avec  les  conditions 

Ôfc^o,         y)  =  Ç  =  £mc  =  £h'(''  =  o,         y/r— rr)"=5,         l-\- pj— uv' —  ^'u' ,         £/ + /t  =  H", 

fJiS'  «  +  fi'  ^'  ('  +  r/  3  —  Ç'  j  =  p.f '  «'  +  f^'  t' ,/  +  r/  s'  —  C'r' 

=  Y-l"u  +  fx'ç"i'  +  f{'z  —  X:'  y  =  ij.l"u'-i-[J.'^"v'  -+■  n'z'  —  K'/^o, 

et  fournit  sur  les  exposants  des  équations  de  G,  la  transformation  : 

(i)  9fi,  =  Ç(fij<-+-fxV),         6/i',iES£(/i«'  +  /iV), 

(2)  9«,=  aV+(3r  +  £(^'4-VÇ'),         Ô(3i=aV'+(3r+E(r  +  ïi"Ç"). 

(   9yi=  <zy  +  (3s  H-yw +  â('  + £'j/,p(fjL'('  —  ij.u)  +  Eyz, 
I    0a,=  a/+(3s'-+-y«'  +  ôi''4-£«V(juL'c'— /jl;/)  +  £/^'. 

1»  ^  impair. 

Les  formules  (i)  jointes  à  la  condition  de  figure  donnent  [>.,  =  o,  [i.\  =  i  en  prenant  par 
exemple  m  =  jji',  v  =  —  pi,  jxu' -+-  [j. V'=^  0  =  ^  ^  i.  Soit  donc  [x,  =  [a  =  o,  pL,  =  [x'=  i,  il 
faut  ajouter  comme  conditions  au  changement  de  générateurs  v^o,  Ô^Çt»',  et,  en 
tenant  compte  des  anciennes,  on  a  . 

Y)^ÇsyEE^3=i^so,         l  =  ue',         6  =  -n'K"—K'ri"siH>'\        A  =  H", 
^'p'+r/s'— Ç'/=f  i^'  +  V'^'  — Ç"j'=o, 

et  les  formules  (2)  et  (3)  deviennent 

(2)'  Mi^"a,=  aY)'+i3Ç',       uv'^^,=  <xn"-hpt:",       c"y>=y, 

(3)'  «(^'«ô.saj'-f  (3='+yM'  +  ôc'  +  £'«'t^'^ 

On  voit  sur  les  formules  (2)'  que  l'on  peut  toujours  faire  sur  a,  [3,  y  l'une  des  six  hypo- 
thèses, irréductibles  l'une  à  l'autre  : 

(X  =  0,  j3=:0,  1,  y=:0,  I,N, 

en  ayant  toujours  a,  =  a,  |3,  =  j3,  y,  =  y. 

Si  l'on  a  ;  a  =  ^  =  y=  o,  (3)  qui  devient  uv^8,^^8  -+-  t'u'ç'  montre  que 

pour  /»  >  3,  G  a  deux  types  :        ô  r=  o,  i; 
pour />  =  3,  G  a  1111      type    :         â  =  o. 
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Si  l'on  a  :  0L  =  ^  —o;  y  =  i,  N,  il  vient  v"^^ee^  i,  u$^^^v' ■+■  (y  +  z')u'.  On  a  donc 


pour  y?  >  3,  les  deux  types  :  a  =:  (3  =  o,       y  =  i,N,        ôr=o; 

pour /)  =  3,  les  trois  types  :  oc  =  [3  =  o,       y  =  i>  ô  =  o;        a  =  (3  =  o,        y= — i,     ô  =  o,  i. 

Dans  les  trois  autres  hypothèses,  ^  étant  ^  o,  on  voit  que  l'on  peut  toujours  faire  S,  =  o, 
d'où  les  trois  autres  types  (pour/?>3) 


2°  ^  =  2  (p.^(jL'=ri). 

Les  formules  (i)  donnent  p:,  =  (x',  =  i;  les  formules  (2)  permettent,  en  choisissant  con- 
venablement i'  et  ^",  de  faire  a,  =  ^,  =  o  et,  en  supposant  a,  =  a  =  p,  =  ^  =  o, 
ajoutent  comme  conditions  \'^r('Q,  ^"es;y]""C'.  Les  anciennes  conditions  deviennent 
alors  : 


B  =  l  =  n'^"—K'-f]"=i,     uv~u'v'~o,     u  +  v=u'  +  v'  =  i,     A=H",    n'  z-^K' y  =  ri' z' +  ri'  y' =n 

v"  z-^ii"y  =  rt" z'  -h  K"  y  =  -n"  K", 

les  quatre  dernières  et  la  troisième  exigent  js 5^ j's'eeeo,  et  les  formules  (3')  deviennent 

y,syM  +  ô(',  ôi  =  yî/'4- ôc', 


c'est-à-dire 


en  prenant     «  =  (''=1,     u'=v=:o:         y^^^y,     â, ;Eiâ, 
en  prenant     u:=ç'=zo,     u':=v=i:         y^^BÔ,     âj^sy, 


d'où  les  trois  types  : 


yr=o,  5=;:  0,1,  yz^d^i. 


Figure  (1)(11)(111). 

38.  D'après  les   types  connus  (')  des  figures  (11) (m),  G  aura  des  équations  de 
forme 

aP=:i,         bP—a^,         cP—a^',         d'>=cyb?a'^,         eP—ctb^'a'^',        fi'=cy'b?'a'*', 

c-'bc=iba'^,         d-^bd—ba^,         e-^be  —  baV-',        f^^bf—baV-", 

d-^cd—cd',         e-'^ce  —  cd'',        f-'^cf~cd'',         e-^de  =  db,         f-^df^zda?,        f-'^ef=ec. 

(')  De  Séguier,  Eléments  de  la  théorie  des  groupes  abstraits,  Cliap.  IV. 
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Les  exposants  des  générateurs  autres  que  a  dans  les  seconds  membres  ayant  les  déter- 
minations suivantes,  correspondent  aux  types  distincts  de  G|  A  : 


(/»2).     I.      II.      III.    IV.     V.     VI.  VII.  VIII. 

oooooo  o  o 

O         O         O         O         O        O  I  I 

o       I       o       I       o      o  o  o 

o       o       o       o       o       1  o  o 

o        o        o        o         I        I  —  I  —  1 


y 

y' 
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o 
o 
o 
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o 


XI. 

—  I 
o 
o 
o 
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y' 
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r.      ir. 
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o 
o 
o 
o 
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o 
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vr.    VII'.  viir.  IX'. 
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o 
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o 
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o 
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o 
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Les  conditions  d'automorpliisme,  fermeture  et  permutabilité  donnent  : 

^  s  (3fx  -4-  yv  =  (3>'-t-  /y'  =  (3|x"H-  yv"s  [3>  +  y"v  =  j3V"+  y°y"=  v  +  pt"=  o, 
ô  +  spi  ss  (3pt' +  yv',       â-f-£pt'-H(3>4-y'v  =  o,       ô'-i- gv's  (3>"+ y'v",       a' +  r/ -h  (3 >' +  y" v' s  o, 

et  les  éléments  normaux  étant  de  la  forme  (fh-^  avec 

fj-x  -h  vy  ^  iJ.' a;  +  v' y  i=  /jL"a?  -+-  v"y  ^=  o, 


V      v'       v" 


^       fX'        —  V 

y      V  v" 


o, 


la  condition  de  figure  est  qu'un  déterminant  au  moins  de 

alors  que  les  types  de  G  |  A  convenant  seuls  sont  le  type  I,  avec  les  conditions 

5  =  X  =  ô's  v  + p."s  o,         un  déterminant  de 
le  type  IV,  avec  les  conditions 

d  =  X  =  V  =  v'=fX  =  |Jl''=0,  — fji'=v"=ô'^o, 

le  type  I',  avec  les  conditions 

fi'  ^  V,  fx  ^  p.'  ^  ô,  v'^v"==ry, 


soit  ^  o.  On  voit 


>i  ^  o, 
P. 


un  déterminant  de 


0      0        V 

V  d'   a, 


i6 
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et  le  type  III',  avec  les  conditions 

Prenons  alors  </,  =  ddh"^,  /,  =yc'7/',  d'où 

en  déterminant  a;,  y,  x',y'  par  la  condition  p —  [xr' — vy'+  [jl"^+ v"j'^o  (on  ne  peut 
avoir  [;lese;  vb^(ji."se;v"bso),  puis  prenant  h,  =  ba'^'-^^^',  c,  —  ca-^'-'''~^''',  on  A/~'d,f,  =</,, 
e~'d^e  =  d,bf,  f~^ e/,  =  ec,;  on  peut  donc  toujours  supposer  p  =  o.  Une  forme  d'équa- 
tions de  G  commune  à  tous  les  types  sera  donc 

aP=i,         b''^  a^,         c''  —  a^',         d''  =  b? a^,         e''  =  ct'a'^',        /''  =  èP'a*" , 
6-'  hc  —  b,         d-^  bd  —  ba'^,         e-^  be  =  baV-',        /-'  6/=  baV'' , 
d-^cd—cd',         e-^cc—ca"',        J"'^  cf  —  cd'" ,         e-'de  =  db,        f-^df=d,        f-'^ef- 


En  posant 

on  trouve 

H' 


fe"d~cy  b""  =  g,         f''e'''d^'cy'b'''=  g', 
gg—^'e^^d'-'c^'b^'a}^',  g-^g'-^gg'  —  c^'.-ï'ô'^'.-x'aHl-H'^ 


£■"'  1= /^ii»  e"!!'  f/'''»>  c^"*  a"'i', 


„p__  c^fij&fa^'f^ 


U'=  «'+?/,         7J  —  z'+z,         Y'=^■'«+/^-JK,         X'r::^';/+^'  +  3;; 


y'  py  —  V ex  H-  V cj  ;<  -H  fx ;/ 1         14- 


-f-  Vu{vu'  -i-  y')  +  ix'  ux'  -+-  'jz{vii'  -t  y'}  -+-  p.z{uz'  -+-  x'). 


--(:) 


puis,  par  récurrence, 


V,  -, 


H^=:vV2" 


\]„—wu,        'l„-\-wz,        Y,„=:«',)'-|- «c2*-'^,         \„—wx-\-zul'\-H, 


Jtu 


vu  I      I  +  v"y('  —  vj-c  -t-  ju.'^  (       I  +  V  j«  -t-  fi'^M  +  VJ5  H-  ^x 


.-j^r'^ 


d'où,  en  faisant  (v  =p  et  en  supposant  les  exposants  </v, 

A/,=  ox-\-à'y-^-az+»'u  +  x\>--\{\  —  i){ozu  +  o'uv)-+-i'ii\_  —  iJ.z''-+ii.'zu  —  vyi.'  —  -\)uv^—-'j'uv-\-V'v^] 
-+■  i[-^"yv  —  vxv ^vyuv  +  -y yu-^-j  uv -^  [x' xu -{-Myz  +  -J zuv -^  [xzu^ix.xz'\. 
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et,  le  commutant  \a,  b,  c\  étant  abélien,  Y,,  X,,  H,  se  tirent  respectivement  de  Y',  X',  H' 
en  permutant  les  lettres  accentuées  et  non  accentuées  de  même  nom. 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  de  G 

est 

«,=  0!^,         6,  =  c^6^a'S         Ct  =  c'^'b'-'a''',         d^— f  e"  d^  cy  b^  a'' ,         c^z=J'''e"'d'cy'y'a''', 

avec  les  conditions  : 

^  =1  zu' -{- pm,  Y)  =('«'+/>«,  /nô  +  HO' H- A  ES  H',  —  H' 

o  =  f/,  o=.ii",  o  =  H",  —  H",  (en  prenant  «  =  m"=:o), 

^'  =  —u'z"  +  pm',         n'=u'i'"  +  pn',         m'§+n'o'       =117—11", 

^■n^pl,  Y^'=c'„  +  pl',        ^"-n^pl",  ^^"^"       ^^^^°' 

(j,f,j'\  I,  l' ,  l",  m,  m  ,  rt,  n'  désignant  des  entiers  arbitraires)  et  fournit  sur  les  exposants 
de  G  la  transformation 

(i)      9fx;  =  ^(fjis'  +  p.';/'+^''i'')  +  Y)(v;' 4- v'«'+v" (.;'),     ev',  =  |'(j:ji;'  +  fxV+fA"('")  +  ï)'(v3'-Hv'«'-+- vV)' 

(  %';™|(fxs"+fxV')         H-ï)(v5"-t-y'V"),  ev';=$'(ix3"+fx"i'")        +ï)"(v;"+vV"), 

(2)  ôôi  =  «<'(<îj  — â'c),      9ô;  =  m'(— aô"4-<5'('"), 

(3)  ây+ô'/+A(3-+-ôa,  =  A^,    ô/  +  ô'^'  +  A'/  +  ea;  =  A;,    ô/"+ô'/"+/i[3"4-ôa';  =  \;, 

(H",  X",  Y"  se  tirent  de  H',  X',  Y',  en  y  remplaçant  x' ,  y',  ...  par  x" ,  y",  ...  ;  H",  X'",  Y" 
se  tirent  de  H',  X',  Y',  en  ajoutant  un  accent  à  toutes  les  lettres;  A^,  B^,,  C^,  A'^,  B'^,  C'^ 
se  tirent  de  A^,  Bp,  C^,  en  accentuant  d'abord  une  fois,  puis  deux  fois,  les  lettres  x,y, ) 


x"  p    IMPiUIl. 

Type  1  de  G|A  (X  =  0  =  Ô'=  o). 

39.   Comme  on  n'a  pas  a^Eu,'^ix"'sso,  on  peut  déterminer  z,  u,  v  vérifiant  u^o, 

U.Z  -h  tj.'u  -h  ii."i'^£i  ;  en  prenant  alors  e^=/''e"d',  a,  =  a",  /?,  =  b"aS^',  c,  =  c"a  ^^■, 
on  a  e~' h^e,  =  /*,«,,  toutes  les  autres  équations  conservant  la  même  forme;  on  peut  donc 
supposer  [).'  =  i  et,  en  tenant  compte  des  conditions  d'ordre,  écrire  les  équations  de  G  (en 
sous-entendant  les  équations  communes  à  tous  les  types) 

bP=cP=i,         dP=a'',         eP^a"',        fp^a"",         d^  bd  —  baV-,         er^be  =  ba, 
f~^bf=ba-'',         d-^cd  =  ca>,         t'-'ce  =  ca''',        f-'^cfcay'. 
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En  faisant  dans  les  formules  (i )  a\  =  —  v,,  a"=  —  v,  on  en  tire  la  relation 

qui  conduit  à  distinguer  les  trois  cas  :  [j.v"+ v^  non  carré,  carré  ou  ee^o. 

Soit  [Jiv"+  v^  non  carré,  donc  f^v"^  o;  en  prenant  z" :=  o,  s  =  c"=  i,  i>  el  y  déterminés 
par  o  :ee;  V  +  v'V  EE2 — u.x" -+- v  (y" -h  vx" — ^r)  +v"(j  —  tj"),  on  obtient  v,eeeo;  en  sup- 
posant V,  ^  V  ^  o,  donc  u.v"  non  carré,  les  formules  définissant  complètement  la  transfor- 
mation sur  les  exposants  [x  et  v"  sont  : 

^=u'{zu'-v'^'a'+|J.zz'-V'vi''),       o  =  iui5c"-v"w"=p.(.r^"- 3cr")  +  v"(jr"- t'j"),        9(s^•"- w")^o; 

en  faisant  z-' =  :■"=  r  =  o,  m'=  u.:-,  c"^  =  N^-av"-',  0  =  ik^:-\  on  obtient  [/.,;eeei,  v'^^N; 
en  supposant  u.,  =  [x  =  i ,  v'^  =  v"=  N,  on  a  : 

9  EEE  «' ( zu'  —  v'  vu'  -+-  zz'  —  N  ('c' )  =  (^' ( 5^  -  N  (^^  )  s  N-'  m'  (  —  ^"-  +  N  p"' ), 
o  =  zz"  —  N  et'"  =  xz"  -  ^.^"  +  N  (yv"  —  ty"). 

Les  deux  équations 

N(Np=  — ^■^)  =  ^"2— Nc"%        55"  =  Ne/' 
donnent 

3"  ES  w  Ne,  ç'"=WS,  W^^I, 

et  il  reste,  pour  déterminer  la  transformation  sur  v'  : 

(z^—'Nv^)     ~{za'—-j'vu'^zz'-  N('c'), 
w(52  — N('2)v;EE^v'5a'+N(5f'— c^'— cm'), 

en  déterminant  s'  et  v'  par  les  deux  équations 

N (  vz'  -  zv'  )  =  v'  c«'  -  N  vu',  zz'  —  N  ('(/  =  5^—  N  c-  +  (v'  C  —  5 )  m', 

dont  le  déterminant  est  M(s-  —  Nf'-),  on  obtient  v,^eo;  en  supposant  v,  =  v'=  o,  on  a 

vz'  —  ^c's —  cm',         zz' — ^vv'=z'^ — Nc^ — zu', 

les  formules  (2)  disparaissent  et  les  formules  (3)  deviennent  : 


m'(52— Np2)a,  =  3(3     4-a"c,. 

m'  ( 3=  —  n  c2  )  a',  eee  0(3'    +  ot'  m'  -h  <3c"  c'  +  £'  h'  (  —  3'=  +  N  c'2  -t-  3'  a'  ), 
0)m'{32  —  ]N  ('-)«■;  =  Nstc  +  a."z. 

La  première  et  la  troisième  montrent  que  l'on  peut  toujours  faire  sur  a,  a",  les  deux 
hypothèses,  irréductibles  l'une  à  l'autre  :  a  =  a,  =  o,  a"=:  a",  =  o,r. 
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Dans  la  première  hypothèse,  si/>>3,  on  a  (z'^  —  Nt'-)a'|^a',  donc  deux  types  corres- 
pondant à  a' =  0,1  ;  si/;i  =  3,  on  a  z'^z  —  u',  v'^v,  (3^  -f-  p''-)(a',  +  i)ssa'4-  i,  d'où  les 
deux  types  :  a'  =  o,  —  i . 

Dans  la  deuxième  hypothèse,  qui  entraîne  (^^o,  za'^co,  donc  v'^^o,  z'^z  —  u',  on 
a  z^a.\  =  a.',  d'où,  poury9J^3,  les  trois  types  :  a'=o,  i,  N. 

Soii  [jLv"+v-  carré,  en  posant  r  =  is,  ç"=t"z",  t  et  l"  étant  les  deux  racines  (ici 
réelles  et  distinctes)  de  v"f^-f-2v/  —  [a^=o,  on  obtient  li.,:^ v",==o.  En  supposant 
u.,  =  [J^  =  v'î  =  v"  =  o,  donc  zv eee ^"(/'eees o,  prenant  3  =  (^"  ==  o,  s"  =  t^  =  m'  =  i ,  ô  =  v, 
z'  déterminé  par  v^'^  i  —  v' — v,  on  obtient  v,^i.  En  supposant  V(  =  v  =  i,  donc 
0^m'(=c" — ^'s"),  et  déterminant  z'  et  v'  par  les  deux  équations  : 

dont  le  déterminant  est  zv" — vz" ,  on  obtient  v,  eeso.  En  supposant  v',  ^  v'  =  o,  donc 

VZ  -Y-  ZV  ^  U  Z  —  \zv  -\~  vz   )y  V  Z  -\~  Z   V  ^=z  U  Z  , 

d'où 

{zv"-vz")z'=vz"^,         {zv"—  vz")v'=u'{zv"—  vz")  —  zv"\ 

on  a,  d'après  (3), 

u'{zv" -h  vz" ) «1  =  a^  ■-+-  a"  v,         u' ( se" -)-  vz" ) ix'[  =  xz"  -+■  ce"  v", 
u' (zv" -h  vz")(x[  =  xz'  +  x' a' -h  oc" v'  +  s' u' {z' u'  —  y  v'  —  u'  v"-). 

Les  deux  premières,  en  tenant  compte  de  zi'^z"i>"=^o,  montrent  qu'on  peut  toujours 
faire,  sur  a,  a",  une  des  trois  hypothèses,  irréductibles  l'une  à  l'autre  : 

«=:o,         a"  =  0,1;         (x  =  x"=i         avec        aj=:a,         »'[  =  »". 

Si  l'on  a  ct,=  (x.  —  v.]  =  a."=o  et  /?>3,  on  a  (:t^"+ ('3")a'|  =  a',  donc  deux  types  : 
a' =  0,1;  avec  />  =  3,  en  prenant  3  =  t'"  =  s'=o,  ç'  =  3"=m'=i,  j/=a' — i,  on 
obtient  a',  =  o,  donc  un  type. 

Si  l'on  a  a,  =  a  =  o,  a",  =  a"=i,  ce  qui  entraîne  i'^z"^o,  zu'==i,  z'^o,  v'^u' — v", 
on  a 

('"(«;  + 1)  s  «'(a'  + 1)  H-  £'(i— y  )  (,  _  m',."); 

on  a  donc,  pour /;>3,  les  deux  types  :  a'=:o,  — i;  et,  pour  ^  =  3,  comme  on  peut 
prendre  u'v"eee —  i,  i  — y' eeee u' (ce' -h  i),  ce  qui  donne  a',  -h  1  =  o,  un  seul  type. 

Si  l'on  a  a,  =  a  ^^  a",  =  a"=  i,  ce  qui  entraîne  u'(zi>" — vz")^z  +  v^i^z"  +  v",  donc, 
en  tenant  compte  de  zceh^s'V'eseo,  zv" — vz"^o, 

z"^v,         v"=z,         u'{z  +  v)^\,         {z'—v-')z'^v\         {z-—v-')v'i^z  —  v  —  z\ 
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(5^+  f')  («;  -(- 1)  s  a'+ 1 4-  £'  vil— y—  ('). 


Pour  /'>3,    on    a   trois    types    a' -1- 1  =  o,  i,  N;    pour   p  =  3,    en   prenant   :;  =  o, 
p  =  i,y  =  a'+  I,  on  peut  faire  a',  +  i  =  o,  donc  un  seul  type. 
Soù  [i.v"+ v'eeho,  en  déterminant  s  et  (>  par  l'équation  unique 


■  -J  C  ^  M  Z  -h  V   V  ^  o. 


on  obtient  fji.,ïE^v,EEEEo;  supposons  donc  a,  =  pi  =  v,  =  v  =  o,  ce  qui  entraîne,  avec 
v"v'î^o  (condition  de  figure),  v^e^o,  donc  j^^o,  Ôe^^m'^,  sm'vÎseeev''^'"^;  on  peut  faire 
v'î  =  I,  et,  en  supposant  v",  =  v"=  i,  ce  qui  entraîne  z-u'^^e^v"^,  on  a 


v"'  v;  HEE  —  u'  i"  +  v'  «'  p"  +  ç'  r"  ; 


on  peut  déterminer  ^"de  manière  à  faire  v',  =0;  soit  doncv',  =v'  =  o,  donc  OEEE^i^W  —  u'z", 
les  formules  (3)  deviennent 


m'2  «1  =  (X,         «"(•"<  =  a(/  +  ct"u',         u'  v"'-oi\  =  as'  +  a'  u'  +  a"r'  -1-  e' u' {z'  u'  -+-  (^"-). 


D'après  les  deux  premières,  on  peut  toujours  faire   sur  a,  a"  l'une  des  quatre  liypo 
thèses,  irréductibles  l'une  à  l'autre  : 

ai=:a^:o,     otj  =  a"=o,i;         «(Zr:  ot  =  i,  N,     a'J^flc"=o. 

A  ces   quatre  hypothèses   correspondent  les  quatre    formes  de   la   troisième  des   for- 
mules (3) 

z  u'a\  =  a'  +  i.'{z'  u'  -h  v'^),         v"a.\  =  a'  i'"-'  +  ^''  +  s'  i^"~'  {z'  a'  -1-  r'^), 
za;  =  (H-E')5'+a'(/,  s«;  =  (N-)-£')s'  +  «'m'. 

Donc  pour  p  >  3  on  a  les  cinq  types 

a  =  a"=o,         a' =  0,1;  a  r=  o,         «"^i,         a'  =  o;  a=:;,N,         oc"=o,         a'  =  o; 

et  pour/)  =  3  les  cinq  types 

a  =  a"  =  a'  =  o  ;  a  =;  o,         a"  =ri ,         a'  =  o  ;  oc  =  1 ,         a"  =  a'  =  o  ; 

«= — I,  a"=:0,  a:=:0,   I. 


i 


7y/)e/Fd/eG|A(p  =  o,  y'=:P"=:i,  X  =  â  =  p.  =  v  =  v'=  (x"=  o,  (ji'  =  — v"=:— ô'^  o). 

Comme  on  peut  prendre  d^'  pour  a,  on  peut  toujours  supposer  [jl'=:  — v"  =  —  o'=i 
et,  en  sous-entendant  les  équations  communes  à  tous  les  types,  écrire   les  équations 
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de  G 

bP=i,         cP=a-\         dP=a'^,         eP—ca"-',        fP—ba'^", 
d-'^bd=:  b,         e~^be  ^  ba,        f"^  bf^  b,         d^^cd=^c,         e^^cez^c,        f-'cf:=zca~^. 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  cette  forme  des  équations,  et 
où  l'on  suppose  tous  les  exposants  </'»  doit  vérifier  les  conditions 

2  =  1,         r)  =  o,         ?'=o,         y)'=m',         6=^u',         y  —  1^  =  ^'=  i'"=o,         sm'=c''=i, 
h~z('^'\-hxu',  h'~—ti'{''^\—y'v"~u'x", 

et  la  transformation  qui  en  résulte  sur  les  exposants  de  G  est  définie  par  les  seules  for- 
mules (3)  qui  deviennent 

a,  =  a^%         h' -h  »[  =  z{y'  -h  xz')  -h  tx',         h  -i- <x\  =  z{y' -^  <x") 

et  montrent  que,  pour  /?>3,  G  a  les  trois  types 

«^0,1,  N,         a'=:a"=o. 


2°  p  ^=  2. 

Type  J'  deG\k{^  =  y'z=  ^"=1  —  o,  y."— y,  fx  —  y.'=ô,  v'=  v"=  ô'). 

40.  Les  formules  (i)  et  (2)  ajoutent  comme  conditions  au  changement  de  générateurs 
conservant  la  forme  des  équations  de  G 

o  ~  zz'  +  v{zi>'  +  i'z' )  +  d' i'v'  =  z' z"  +  y{z' i'"  +  i>' 2")  -i-  à'  i''  v", 

et  se  réduisent  à 

Si   l'on   a   S^S'^o,  donc  S,^S',^o,   v,^v^i    (condition   de   figure),    il   faut 
z' EE^  i>' ^  (x  -h y)i>"  -h  {3c"-hy")vEEso,  et  les  formules  (3)  deviennent 

(Xi^xz-i-xv  -h yz,         «',  =  «',         (x'[^(xz" -^-a;"v" -\-y"z". 

En    prenant,   par    exemple,   s  =  (^"=o,   3"=('  =  i,    x  =  o,  x"=y"^  a,    on    obtient 
a,^a",^o,  donc  deux  types  :  a  =  a"=  o,  a'=  o,  i. 

Si  l'on  a  0  ou  S"^  o,  en  prenant  z'=^  i>'  :=  o,  0  =  v',  S'=  z",  Ss  -f-  Sv^i,  on  obtient 
o,Es;i,  §', EEHo;  en  supposant  S,  =  S  =  i,  8\  —  B'=  o,  donc  v,:^hvssi,  on  a 


^'  =  0,      X -t-y -H  (x"4-y)t^-+-^"= o, 
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et  les  formules  (3)  deviennent 

a,  =  a  H-  a"  c  +  a; (^  +  /, 


'/       t        ^r" 


a,sa,         a,~a'4-j' 


En  prenant  c  =  o,  y  =  a,  y"  =  a." ,  x  =  o,  x"  ■=  %,  on  obtient  a,s=Ea",sEEEo,  d'où  les  deux 
types  :  a  =  a"  =  G,  a'  =  o,  I . 


Typelir  de  Gj  A  (|3i=i,  y'=  P"=:  y  =  fx  =  v  =  n"=  o,  ô  =  S'  =  fi'  =  v'  =  v"=  i). 

Tout  changement  de  générateurs  conservant  la  forme  des  équations  de  G  doit  vérifier, 
outre  les  conditions  générales,  les  conditions  suivantes,  tirées  des  formules  (i)  et  (2)  : 


Z  =  V"=1,  1'  =  5"=(''S0, 


et  les  conditions  générales  deviennent 

l  =  f]'=i,         n  =  ^'=o,         y  =  u  =  u"=o,         h~x,         h'  =  y'  +  a;"  +  y", 

et  les  formules  (3)  sont 

x  +  a-i—a,         a\^a.z' -^  o! -\-x' -\-y' ,         (x\  =  a."  -^  y" , 

on  peut  donc  toujours  faire  a  —  ci.\  =  a\  =  o,  d'où  un  seul  type. 


Figure  (1)  (11)  (1)  (11). 

41.  D'après  les  types  connus  (*)deg^»  de  figure  (i  i)  (i)(i  1),  les  équations  de  G  sont  de 
la  forme 

aP=j,         bP—a^,         ci'—a^',         dP=b^a^,         e''=c>6«a2,        fP=à-'b'^'a^', 

c-^bc  =  baV-,         d^^bd=bay, 

e-^be^ba',        f-'^bf=ba^',         d-^cd=ca^,         e"»ce  =  caT,        f~^cf=ca'?', 

e~^de  —  db,        f-^  df  ^dc"' b-a^' ,        f-''ef=ed, 

et  les  exposants  des  générateurs  autres  que  a  ont  les  déterminations  suivantes  (corres- 

(•)  De  Séguier,  Théorie  des  groupes  abstraits,  Chap  IV. 


Figure  (i)(ii)(i)(ii).  129 

pondant  aux  types  distincts  de  G|  {Aj)  : 
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Les"  conditions  d'automorphismc,  fermeture,   permutabilité  résultent  de  l'adjonction 
successive  de  d,  e,  f  donnent 

9'>i +  T'aB=y  h-ïJS  +  s't,         t' a' -h  9' X' =  o,         £((3 +'!')  +  £'9'(7'  + toc'-h  cp'>,'+ y  =  o, 

et  pour  que  G  soit  de  la  figure  voulue,  c'est-à-dire  n'ait  pas  d'éléments  normaux  hors  de 
\a\,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  tç' —  cp^'^  o. 

Les  types  admissibles  de  G||A{  et  les  formes  particulières  correspondantes  des  condi- 
tions d'ordre  et  de  figure  sont 

I  y  =  t'  =  o,  r(p'  ^  o, 

VI,  VII  «psT'so         o'=y=î  — a'  t  p^  o,         (a'=i,N), 

X  ■          (3'=y  =  o,         (p  =  T',  Tffl'  —  t'^j^o, 

XIII  i3'  =  y  =  (p'  =  o,  9  =  t'^o, 

XIV  9  =  Î3'e=t'so,         9'  =  y=E^  — Nt^o, 
XVII  |3'=9'^T  =  o,         yE=9  =  T'^o, 

XVIII,  XIX     .        T=ii3'=o,        9'=— «'t',        9  =  ys=T'^o,        («'  =  !,  N), 

I'.  17 


i3o 
et 
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v 
yir 

IX' 

xiir 

XIV' 

XV' 

V 

v 

VF 


y=  —  z,        t'  =  o,         Tcp'^o, 

y  =  <f,  =  z'  =  o,         T  s  9'  ^  o, 

9  =  t'  =  o,       —  <p'  s  y  =  T  ^  o, 

9'  =  T  =  o,         —  9  =  y  =  T'^o, 

(3'  =  cp  =  t'  EEE  y  s  o,  9'  =  T  ^  o, 

|3'=o,         9  =  r',         _y^<p'^T,         r^-T'^^o, 

(3'=  9  =  t'eee  O,  y  =  Ç3'=-^T^O, 

y  =  i,         <i''— O'         ?+9'  =  i.         (3  =  t  =  t'=i, 
y  =  1 ,  9'  EE^  o,  d;'  =  9  =  I ,  [3  s  T  =  t'  =  I , 

yso,         9'=i,  '{''so,  ^  =  z  =  z'=i. 

Une  forme  des  équations  de  G  comrniineà  tous  les  types  sera  donc 

aP  =  i,         bP=a^,         cl'— a?',         dP—b^a^,         e''—àb''a^,        fi'=zc>''b'''cfi', 

c-'^bc  =  d-^bd  =  b,         e-'^be  =  ba',        f-^bf—ba'', 

d^cd—c,         c  ^ce  —  ca9,         J"^cf=zcaf',         e~-^de  =  db,        f'^df—dc'^'b^a^',        /-•&/=  ea'. 

Nous  sous-enlondrons  désormais  toujours  les  équations  communes  à  tous  les  types. 
Si  l'on  \iOi(if''(f'd~c'»^b'^fe''d'<^b''=^/'''e^'d''c'''b'''a'\  le  calcul  donne 


\'=ç^v',         \]'---u-^u',        2J—u'v-+-z'  +  z,         Y'=a' 


'"(:)-■•■] 


+/+/. 


\'={u'v  +  z')u->rEll'\        j+l'l  )-^tZ'  V-hX'  -^X, 


H'=(9a'+6)('^)(;;)+^'«'(  J  +  T.(   3  )  +  (9 


'„'/  *'\-^.„/'"'\_L^,.'j'4-£)„'^^'\-t-ij;'^'('  +  (9'<T'  +  e)s'/'^'') 


-^(^' y' v+-c'x' v-\--ti     \{it' \>^z')  +  {<Ba' -\-t)nii' l    J  +  (oo-' 4-6)3' i' +  9/"  +  t"(M      \-^-tx'u. 

Cette  formule  donne  directement  pour/?  =  2  (en  supposant  que  les  exposants  soient  o 
ou  i), 


et  si  l'on    pose  pour   /j>3  ( /'''e"(/=6'^è*y''=/Vt'''V(/''«'c^i/A'a""',   ou   en  tire  par  récur- 
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i3i 


rence 


3c  +  H  Cy\^T  '  ^ + <7'  '«''  ^T'  ^T' ^ 


+  \'\i'i/(     j  +  f!^' zi'-hTz(     ]+f'a'zl     \  +fyu  +  (f'yv  -hTûsu  +  t'xv-^cf'a'  ul     ]\l'^^'^  t 
-H  ï'^'  uv^  -+-'!<»'  a'  ui'  f^'\  -i-  cf'  a'  z  i'-'  +  ZZU-'  +  z'  zin'~\l'^-^  1\  t  +  <j\(f  u''  i>^  +  <f>'  uv^)l'\-''  l\l\t, 

puis,  si  l'on  pose  {^f'é'd^c^h^y  =^  érh^pa^r,  on  a 

C,,  =  mX  +  ('X'+  e'o-'ac',         Bp=:  j^a  +  ca'  —  e'«<'(', 

Le  commutant  étant  abélien,  on  aura 

7J' ,  . . .  désignant  ce  que  deviennent  respectivement  Z',  ...  quand  on  permute  chaque  lettre 
accentuée  avec  la  lettre  non  accentuée  du  même  nom. 

On  voit  enfin  que  le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme 
des  équations  de  G  aura  dans  tous  les  cas  la  forme 


«1=0",         bl=c^^b'^a",         Ci  —  c'i'b'i'a''',         d,=  d'^c'b 


ahr^k 


BK{l-n'—fi-^){uv'—vu')^o, 


e^—f''e"d-cyh=^a',        f ^— f' e"' d- cv' b""' a'' , 

avec  les  conditions 


ff'r)'=(7'Çl'',  <7'^'-+-£  =  Ç(k' H- £(•'),  Ç=«(''—  (V<', 


r^  uu'(  c'  —  I')  -i-  zu'  —  tiz'  -)-  i'' 


+  s(z^''~^'z'),       Ô£  =  (3'th-£,       £Tfi  =  o,       s^  =  eK  =  £, 


1  )         \  2 

EMi'EE^o,  a-fl -t- >,Y]'   ^^  iik  4- (•>.'+ £'(t'«('-,  a>  4- I4'   E=ua  4- cot'  — £'«'(', 

£«V  =  o,  a'ï)  4-  >.'-o'=  m'X  4-  (''X'4-  £'(7' «'(''%  «'44-^'?'=  «<'«  +  (>'«'  — £'k"c'. 


l32  LES    CROUPES    l/oRDUE  ]f. 

Et  la  transformation  (T)  des  exposants  des  équations  de  G  qui  en  résulte  est 

ÔT,  =  l  (tm  +t'(')  h- Y]  (9m  4-  9'(')>  *5t',  ~  I  (T«'-h  t'c')  +  yi  (çm'h-  ç'v'), 

•e9,  =  ^'(T«  +  T'(')+Y/(o«  +  9'iO,         99',  =  ^'(Ta'  +  T'('')  +  ri'(9M'+9'(''), 

a/j  +  X/i'+  6â,=  A;,+  £(9J«  +  9'j('  -f  '^' zv), 
a.'h  +  l'h'  +  ôô;  ES  A'p  4-  £  (  97'  w'  H-  9' j' c'  +  <!;'  ^'  c'  ) 

(A^  désignant  ce  que  devient  A^  quand  on  y  accentue  x,y,  z-,  m). 


Type  I  de  G  1 1  «  ! 


Premier  cas  :  />  =  5. 

(  ff'  :=  a  =  À  =  a'  =z  X'  z=  y  =  t'  =  o,  T9'  p^  o  ). 


42.  Comme  on  peut  prendre a'^  pour  a,  puis  c*"'  pour  c,  on  peut  toujours  supposer 
T  =  ç'=:  i;  et  comme  on  peut  ensuite  prendre  ch"^  pour  c,  on  peut  toujours  supposer 
cp  =  o;  nous  écrirons  donc  les  équations  de  G, 

cP—a^',         eP=a^,        p'—a^',         e-'^be  =  ba,         f-^bf—b, 
e-^ce  =  c,        /-■^cf=ca,        f-^df  —  da!^: 

La  transformation  (T)  est  ici  (les  coefficients  étant  arbitraires) 

Sip'est^o,  on  peut  faire  liJ',  =  I  ;  en  supposant  j3',  =  p'=  i,  donc  m^^ç'',  on  peut 
toujours  faire  S,  =  l\  =  o,  et  '|',  =  0  toujours  et  seulement  si  '^'^^^o,  ^j;',  =  i  si  v{>'est^  o; 
donc  deux  types  caractérisés  par 

(3'  =  i,        '^'  —  0,1,        d  —  è'=zo. 

Si  P'  est  ES  o,  on  a  nécessairement  <^\^o;  les  formules 

montrent  que  les  types  distincts  de  G  correspondent  à 

4;'=o,         <5  =  o,i,         â'=o; 
i|i'=i,         0  =  0,1, <',(«■%  t'  si  p  =  I  mod4),         ô'  =  o; 
i]>'  =  o,i,         d  —  o,        è'  — 0,1, {i,i'  si  p  =  i  moàS). 


A 
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Types  VJ  et  VU  de  G  \  ]  a  \     {a'=zo,  a  =  o,  ?.r=i,  a'  =  i,N,  /.■=o,  9=:7'  =  o,  9'  =  ^=  — «',  t^o). 

Comme  on  peut  prendre  à'  pour  «,  puis  ca'^  pour  c,  on  peut  toujours  supposer  '7  =  1, 
8  =  0;  nous  écrirons  donc  les  équations  de  G, 

cP=za?',         dP=a~'^',         eP=c,        /P=b'''a^',         e-^  be  =  ba, 
f-^bfr=b,         e-^ce  =  c,        /  ~' cf  =  ca^'"' ,        f'^df=da^'. 

La  transformation  (T)  est  ici 
avec  les  conditions  ' 


A  s /■«  +  ij;'«('(''+ -  (''(m  —  i),       ?<'=!,       f' arbitraire  ^  o,       r^—uz'-\-v'{     j, 


arbitraire. 


Si  P'  est  ^  o,  on  peut  faire  P',  =  I  ;  en  supposant  p',  =  j3'=  i,  donct''=:i,  on  peut 
toujours  faire  S',  =  o  et  l'on  a  '\\  =  '\' ,  donc  ip  types 

«'  =  i,N,        j3'=i,        ô'=o,        (];'=  o,  I,  . . ., />  —  I. 

Si  p'  est  îso,  on  a  nécessairement  ^', sao.  Si  alors  tj;'  est  ^o,  on  peut  faire  'W  =  i; 
en  supposant  ij>',  =  ']/'=  I,  onac'^i  et,  en  éliminant  A  et  r,  «§',^5' — a'(u — \)-{-uv, 
on  peut  donc  faire  o',  =  o.  Si  '\'  est  sso,  on  a  nécessairement  '-^,^0  et,  en  éliminant  r 
et  h,   u{7.'  4-  §',  )^E  a' H-  S',  d'oùyO  -i-  3  types 

a'=i,N,         (3'=:o,         f=o,         a'=o; 


7y/)e  X  (ie  G|  I  aj         (ff'  =  i,  a  =  X  =  a'  =  X'  =  o,  (3'=y  =  o,  9  =  t',         T9'— t"^o). 

Comme  on  peut  prendre  ca!^  pour  c  et,  si  z'  est  ^o,  a^'  pour  a,  si  t'  est^o,  fe''' 
pour/,  c6''~'a''(  "  j  pour  c,  on  peut  toujours  supposer  '^'  =  o,  t'=  i;  les  équations  de  G 
seront  donc 

cP  —  dPz=:i,  eP=a^,  fp—a^',  e-^be—  bd^, 

/-^b/=ba,         e^ce  =  ca,        f-^cf—caf,        f-'d/--dc. 


l34  LES    GROUPES    d'ordre  /)*. 

La  transformation  (T)  devient,  en  tenant  compte  des  conditions, 
avec  ^ ^'C,(vu' -h  uf'+  tmm'+  ç'w'),  et  l'on  en  tire 

9'(i-t,?;)heç*(,-t(p'). 

La  condition  de  figure  est  i  —  10' ^o.  Soit  d'abord  i  —  to'  non  carré,  en  prenant  m  =  o, 
*>  =  «'  =  !,  (^^  (p'~'  (cp'—  1),  on  obtient  t,^i;  en  supposant  Tj^st^i,  donc  i  —  (p'non 
carré,  et  posant 

on  a 

N  étant  un  non-carré  arbitraire,  en  prenant 

D  =  o,        v'=w'  —  w,        ip-  =  (9"N^')%  si  (9"N-')^  est  carré, 

wz=o,        f'=y,        w'=(f"v,        9'V^=(9''N-')%        si  (9"N^')*  est  non  carré, 

on  obtient  cp",  =  N,  donc  ç'^  =  i  ^  N.  En  supposant  ç',  =  5'  =  i  —  N  on  a,  en  désignant  ±  i 
par  w, 

On   voit  alors  qu'il  y  a  deux  (ou  quatre  si /jsE^imodS)  types  distincts,    caractérisés 
par  S  =  o,  S'=  G,  I,  (i,  P). 

Soit  mai  menant  1  — tç'  carré.  On  peut  faire  t,  =  o;  en  supposant  t,  =  x  =  o  et  prenant 
vj  =  o,  m'^—  jçV,  (^^«t^',  O^C*,  on  obtient  cp',  =  o;  en  supposant  ç',  =  0'  =  o,  on  a 

Si  SS'  est  ^  o,  en  prenant  ^  =  m'  =  o,  t''  =  S,  m  =  o~'  on  obtient  S,  =  i  ;  en  supposant 
S,  =  S  =  I  et  essayant  successivement  les  deux  hypothèses  seules  possibles  :  v^u'^o 
et  assç-'^o,  on  voit  que  l'on  a  un  (ou  trois  si  /jeee^  1  mod3)  types  de  G,  caractérisés  par 
S  =  i,S'=i,(e,i^). 

Si  So'  est  ^a  et  S^o,  en  prenant  m  =  c'=  o,  on  a  0,  =  o;  en  supposant  S,  =  0  =  o, 
on  voit  immédiatement  qu'il  y  a  deux  types  caractérisés  par  0  =  o,  0'=  o,  i. 
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Type  AIII  de  G|  j  a  |         (cr'=:i,  «  =  X  =  a'=o,  >.'=i,  [3' =  y  =  «^i' =  o,  <p=-r'^o). 

Comme  on  peut  prendre  a''  pour  a,  puis  cdY  pour  c,  on  peut  toujours  supposer  t'=  i, 
(];'=  o,  et  les  équations  de  G  seront 

ci'=dP=zi,     eP—a'',     p>=ca''',     e~^be—ba',     f-'^bf—ba,     e-^ce  —  ca,     f-^cf—c,     f^'^df—dc 
et  la  transformation  (T)  devient  ici 


î,=  ô,        —z'-{-\{i  —  v')^è\^v'è',        avec        uv'=i. 


On  voit  immédiatement  qu'il  y  a  />  +  3  types  caractérisés  par 

T  =  o,         ô=o,i,         (3'=o;         T=:i,N,         ^  =  o,  1,  ■  ■ .,  -^  '~'-,  â'=o. 

Ty/Je  X/F  r/e  G|!ai       (ct'^i,  «  =  o,  >,  =  i,   a'=:N,  >.'=:o,  j3'=(p  =  T'=o,   ©'  =  y  -  —  Nt^  o). 

Comme  on  peut  prendre  ca^  pour  c,  a'  pour  a,  on  peut  toujours  supposer  -7  =  1, 
(j;'=  o  et  écrire  les  équations  de  G 

c''=i,         c?^=a-'\         e/'  — ca^,        fP  —  b^a^',         e-^be=:ba, 
f-'bf=b,         e-'ce  =  c,        f-'cf=ca-^,        f^^df^dc. 

En  tenant  compte  des  conditions  imposées  au  changement  de  générateurs  la  transfor- 
mation (T)  sur  les  exposants  0,  0'  est  ici  : 

Ç(û\  -  N)  =  a(â  -  N)  -H  i'(â'+  N),        (â;  4-  N)  EE3  Np(â  -  N)  -+-  «(ô'h-  N), 

avec  Ç^Es«-  —  Nf^ssi.  L'élimination  de  u,  t'  donne 

(ô; +  N)'— N(â,— N)»=(â'  +  N)2  — N(ô  — N)^ 

Ainsi  deux  systèmes  (0,  0')  fournissent  le  même  type  de  G  toujours  et  seulement  s'ils  font 
prendre  la  même  valeur  à  l'expression  (o'+  N)^  —  N(o  —  N)^;  il  y  a  donc  p  types  corres- 
pondant à 
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Type  ATVH  deG\\a\         (a'  =  i ,  «  =  >,'==  i ,  X  =:  «'  =  o,  [3'  =  o'  =  r  =  o,  y  =  9  =  t'  ^  o). 

Comme  on  peut  prendre  ca'^  pour  c,  à^  pour  a,  on  peut  toujours  supposer  z'  =  1 , 'Y  =  o 
et  écrire  les  équations  de  G 

ci'  =  i,         dP—a,         ei'—ba^,        fp  =  ca^',         e-^be=b, 
f-^hf—ba,         e-^ce  =  ca,        f-'^cf—c,  J-'^df—dc 

et  la  transformation  (T)  sur  l,  0'  devient,  en  tenant  compte  des  conditions, 

a,  +  i  =  «(â+i),         ô',  =  ,''ô'4-23'-i(i-c')\         a/si; 

d'où  les  deux  types  0  =  o,  —  ^;  0'  =  o. 


Types  XVIII  et  XIX  de  (^\\a\         (a'=  i,  a  =  X'  =  i,  X  =  o,  «'=  i,N,         t  =  (3'  =  o, 

9'=r— «'t',  9  =  y  =  T'^o), 

Comme  on  peut  prendre  cd^  pour  c,  cC'  pour  a,  on  pourra  toujours  supposer  y  =  o, 
t'  =  I  et  écrire  les  équations  de  G 

cP=i,         di'-=a,         eP=ba^,        /P=cb'^'a^',         e-^be  =  b, 
f-^bf—ba,         e-^ce  =  ca,        f-'^  cf  =  car'^' ,        f-^df=dc, 

et  la  transformation  (T)  sur  0,  0'  devient,  en  tenant  compte  des  conditions 
d'où/>+  I  types,  correspondant  à 


1+  -  =0,  I, 


p  —  i 


5'  =  o,        «'  =  i,N. 


Deuxième  cas  ;  />  =  3. 

Type  ir  de  G  |  |  «  j         (ff'=:o,  a  =  >  =  }i'=r  o,  a'=  i,  y  =:  — t,  t'=  o,  rip'^o). 

43.  Comme  on  peut  prendre  (C  pour  a,  c'"'  pour  c,  puis  ce"'  pour  c,  on  peut  toujours 
supposer  t  =  cp'  =  i ,  ç  =  o,  et  écrire  les  équations  de  G 

C^—cfi',         d^—a-\         e^—a^,        p~ba^',         e-^be^ba, 
f-'bf=b,         e^'ce^c,         f^cf^ca,        f~^df=da^'; 
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la  transformation  (T)  devient,  en  tenant  compte  des  conditions, 

in>'d[~i''è'— z' -+-{11  — i){i>'  —  i)  + ^' y'. 

On  voit  facilement  qu'il  y  a  cinq  types  correspondant  à 

4''=0,  P'— 0,1,  ôr=ô'=:0;  4''=''  P'  =  0,  I,  — I,  ô=:Ô'=0. 

Type   V  de  G|iaJ         ((j'  =  o,  a  =  a' ==  >.' =r  o,  l=:i,  y  z^  ^  ^=z'  z=io,  t  ^r  o'  ^o). 

Comme  on  peut  prendre  ca^  pour  c,  à^  pour  a,  on  peut  supposer  o  =  o,  t  —  i  et  écrire 
les  équations  de  G 

6-':=a>^',         c/^=i,         e'=t',        y'=a^',         e~^  be  :=^  ba, 
f-'^bf^b,         e^ce  —  e,        f'cf=.ca,        f-'df—dcCV; 

la  transformation  (T)  devient,  en  tenant  compte  des  conditions, 

On  voit  facilement  qu'il  y  a  sept  types  correspondant  à 

(3'=o,     4/' =  0,1,     o=:o,  i;         (3'=i,     4/'  =  o,  1,  — I,     ô'  =  o. 

Tjpe  Vir  de  Çf\\a\         (a':=o,  a  =:  /.'  =  o,  >.  =  i,  x  =—  i,  9  =  t'— .  o,  —  9'=  -/  =  t  ^o). 

Comme  on  peut  prendre  cc^  pour  c,  a^  pour  a,  on  peut  supposer  0  =  o,  t  =  i  et  écrire 
les  équations  de  G 

c-'  =  af,         d'^a,         e^^zc,        f'=b-^cfi',         e-^bezizba,        f-^bj^^b, 
e-'fe  =  e,        f~'^ cf  ■=  ca~\         e~^df=z  da-^' . 

La  transformation  (T)  devient  en  tenant  compte  des  conditions 
et  l'on  voit  qu'il  y  a  six  types  correspondant  à 

4'=i3'  =  0,      a'=:0,  i;  4'=0,      (3'-I,      â'rro;  ^'r-l,      ;3'-0,  1,-1,      ô'=0. 

1*.  18 
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Type  LV  rfe  G  |  |  «  |  (o-'rro,  a  =  >>'=  i,  ),  =  a'zrro,  9'— t  =:  O,  —  9  =  y  r=T'pîio). 

Comme  on  peut  prendre  a?'  pour  a,  puis  dh~'^^'  pour  r/, /rf'î''  pour/,  puis  ca''   pour  c, 
ed~^  pour  e,  on  peut  supposer  t'=  i,  ■}'=  0  =  o'=  o,  et  écrire  les  équations  de  G 


c'=  «1^', 


e~^  ce  =:  ca 


1 


/3=c,         e-'bezzzb,        /'■^bf  =  ba, 


(T)  donne  ^1^;=^;/^',  h^o,  d'où  deux  types  correspondant  à  p'=  o,  i, 


Type  Âlir  f/e  G  I  ;  «  !         (  a'  —  i ,  «  =  o,  À  =  , ,  a'  =  —  i ,  >.'  =  o,  (3'  =  9  =  -'  =  y  =  o,  o'  =  ~^  o). 

Comme  on  peut  prendre  «'^  pour  «,  puis  cà'-^'  pour  r,  on  peut  supposer  t  =  i,  '>]/'=  o  ( 
écrire  les  équations  de  G 


c'  =  cPz 


p=zb'a''',         e~'ba  =  ba,         /'b/.-b. 


e^ce=:c,        f  '^cfrzzca,        fUlf=z  de. 


Les  conditions  du  changement  de  générateurs  donnent  entre  autres 

ou  bien  (comme  on  le  vérifie  dans  les  trois  hypothèses  seules  possibles  :  uu'w'^o, 

J.a  Iransl'oi  matioii  (T)  devient  en  tenant  compte  de  toutes  les  conditions 

6(0,  +1);^         </(o-M)-|-     r(ô'— i) +  //(■(//  + I)  H-     u{uz  ~^J^-z' ), 
&(ô;  — 1)= -OcCÔ  +  i) -h  ()//(ô'—i)  4- //f(5c  +  i)  — {/(•(«;  — î/c:'). 

Or,  en  prenant  a  =  o,  (^=0  =  i,  ô  +  t  +  5':5£=£o,  on  obtient  o,  =  i  ;  en  supposant 
%\  ^  S'=  I  et  prenant  i»  =  o,  «  =  0  =  i,  0  +  i  +  :;  =  o,  on  obtient  ô,  =  —  i.  Il  n'y  a  donc 
qu'un  seul  type  pour  G.  D'ailleurs  en  éliminant  m:;  —  Ors'  on  obtient 

6(«2-!-  (■■^)(à'  —  I)—  ()//-(■-+  u\-{ii  +  5i')  =  o, 

équation  vérifiée  par  v^^o  si  o' —  i  est  ^oet])ar  0  =  i,  *'  =  o'— i,  m  — i,  sio'— i 
est  ^o;  on  pourra  donc,  toujours  en  choisissant  convenablement  u  et  v,  déterminer 
uz  —  ^vz'  de  manière  à  donner  h  S,  S'  des  valeurs  arbitraires. 


FIGURE    (l)(l  l)(l)(l  l). 
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Type  ÂIV  deQ\\a\         (7'=  j,  a  =  >,  =  «'  =  >.' =  0,  ;î'  =  o,  —  y  :rr  9'  =  -,  9  =  -',  r^-r'^^o). 

Comme  on  peut  prendre  ca'^''  pour  c,  on  peut  supposer 'j/'=  o  et  écrire  les  é(|uations  de  G 

c'.— I,         cP=a^'',         e'—a^,        P=a^',         e^^be  —  ha',        f^'^  bf  =  ba'"' , 
e~^ce  =  ca''',        f^'c/=^  ca'',        /^^  df  =:z  de  ; 

en  tenant  compte  des  conditions,  la  transformation  (T)  devient 

T,  =  T,      -;  =  t' (?/(•'  + (7/'),      $a,s«â  +  ('â',      ed\  =  ii'o-hi''o, 

6  ^  tfv'  —  iv/'  ^  o,         «c  ^  II'  c'  ^  o. 

On  en  tire  mji'se^w'eheeo,  h/  -l-  w'^o,  0(m(''  +  w')o,  â',  ^eeeSo'. 

SoiV  d'abord l'^i'^EEEO',  si  Sâ'est  ^o,  en  prenant  «'  =  f  =  o,  m  =  S',  4^'=  ô,  on  obtient 
0,  =  5,  =  I,  d'où  deux  types 

Si  SS'  est  s^o,  on  peut,  si  Z  est  ^o,  faire  S,  =  o  en  prenant  u  =  v'  =  o\  en  supposant 
S,  =  S  =  o,  donc  OEHiico*,  Oo',sst''û',  on  voit  qu'il  y  a  quatre  types  : 


t'  =  o,        (3  =  o,        (3' =  0,1. 


Soit  t'^  o,  on  peut  faire  t,  =  i;  en  supposant  t,  =  t'=  i,  donc  iw'  -\-  vu'^^i,  on  trouve 
qu'il  y  a  douze  types  : 


T~0, 


=  1,       0 


0  =  1, 


T=:0,  I  —  t,      T=l,      0  =  0,      0=0,1, 


•     Type  XV  deÇ,\\a\         (,7'=  1 ,  a  =  X  =  >.' =  o,  «'  =  — i,  (3'=  <p  =  7'=:- o,  y  =  9' =  — t  ^  o). 

Comme  on  peut  prendre  cai^  pour  c,  à'  pour  a,  on  peut  supposer  '|' =  o,  t  =  i,  et 
écrire  les  équations  de  G 

c'=i,         d'—a-\         e'=n8,        p-b'ifi',         e'be=ba,        f'bj—b, 
e-^ce  —  c,        fU-f—ca-\        f'df=:dc; 

la  transformation  (T)  devient  en  tenant  compte  des  conditions, 

(''Oi=0,  ?<(o,  +  l)  =  0  H-  I,  uv^o, 

d'où  quatre  types  S  =  o,  i ,    0'  =  o,  i . 
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Troisième  CAS.    —  />  =  2         (o-'=  o,  j3  =  t  =  t'=  i). 
Type  I"  de  Cr\\a\         (  a  —  X  =  a'  =  >.'  =  o,  y  =  1 ,  ij;'  =  o,  9  +-  9'  s  i), 

44.  G  a  (les  équations  de  la  forme 

c2=«P',         d^—ba,         e'=rt8,        P=a^',         e-^he=f^bf—ha, 
e->ce  =  ca?,        /-■^cf—caf,        f-'^df—db 

et  la  transformation  (T)  est,  en  tenant  compte  des  conditions, 

9,£E$'+9?/  +  9'<',         9;  =  |'-j-9'«'+9'<'',         (3;  =  ^'-4-{3', 
(5,  =  f/  5  -H  (' ô'  +  ;  + 13'/  H-  9 j  ;/  +  9'/  f,       ô',  =  m'  0  +  c'  6'  -t-  s'  -H  |3' j'  +  9/'  a'  +  9' j'  c'. 

On  peut  toujours  faire  ç,  =  o,  donc  ç,  =  i;  soit  ç,  =  ç  =  o,  9',  =  0'=  i,  donc  o;;es^' -i-ç', 
I  EEïE  ^'  +  f'  ;  en  prenant  v  =i\'  =^',  v'  =^^'  -{-i,  on  a  ^,  =  o,  et  comme  on  peut  toujours 
faire  â,  =  0',  ^  o,  G  n'a  qu'un  type  : 

Type  V"  deG\\a\         (a  =  1^  =  «'=  o,  >.'=  i,  y  =  i,  9'=  o,  <];'=  9  =  1). 
Les  équations  de  G  ont  la  forme 

c'-  =  cfi',         d^—ba,         e'-=a^,        p=ca^\         e^^  be—f-'^bf —ba, 
e^^ce  =  ca,        /^'  cf  =  c,        /-'  df  z=  dbn 

et  la  transformation  (T)  est,  en  tenant  compte  des  conditions, 
donc  deux  types  :  j5'  =  o,  i ,         0  =  S'  =  o. 


7>/)e  F7"  f^e  G  I  i  «  j         (a  =  o,  X  =:  «' =:  >t' : 
Los  équations  de  G  ont  la  forme 


■y  =  ']''  =  o,  9'  =  i). 


c^=:a^',         d'-—b,         e''=ca^,        p  —  cba^\         e^' be —f  '  hf  z^ba, 
e~'  ce  =  c,       /  '  c/  =  co,       /  '  f//  =  db. 


FIGURE    (l)(l)(ll)(ll).  l4l 

Sij3'=i,  en  prenant  c,  =  cb,  e,  =/,  /,  =  e,  on  a  c^  =  i,  les  autres  équations  ne 
changeant  pas;  on  peut  donc  toujours  supposer  ^'=  o. 

Si  o'=  I,  en  prenant/",  =/<?,  on  a /,' :=  c/»,  les  autres  équations  ne  changeant  pas;  on 
peut  donc  toujours  supposer  o' =  o. 

Enfin,  en  prenant  c,  =  ca''',  on  a  e-  =  c,;  on  peut  donc  toujours  supposer  S  =  o  et  il  n'y 
a  pour  G  qu'un  type  : 


Figure  (1)(1)  (11)(11). 
45.  D'après  les  types  connus  (')de  figure  (i)(i  i)(i  i),  G  aura  des  équations  de  la  forme 

aP:=i',         b''=a^,         cP—b^a'^,         di' ~  b^' a"-' ,         c'' —  dV- W a^ ,        fi'—cV-'bVa^', 

c-^bc  —  ba^,         d~^bd=ba}-',         c^be^bd?,        f-'^bf=ba?',         d'^cd—ca', 

e-^ce  =  cb-'af,        /-^c/=ca'f',         e-^  de  zzi  db''^  a!^ ,        f~^d/=db,        f'^ef=ed. 

Les  conditions  d'automorphisme,   fermeture,  permutabilité,  donnent  (/désignant  un 
entier  arbitraire) 

X  =  X'=0,  TESVp',  p^SltiiÇ)',  [3'  =  —  £tO,  X=—  £6)p'; 

£wvp'  ^  fxvp'  ^  EwjLi  ES  Stop'  y  +  4*^  ^  (3p'  ^  a'  +  s^j^  —  yp'  es  o,         £  (  i  —  w  )  +  vp.'  :=y/J  ; 
a'4-£(y' — y)wp'+£'p'-+-  9fx'=o,         ?V'+  P'v'— <'• 


Les  exposants  des  générateurs  autres  que  a  ont  les  déterminations  suivantes  correspon- 
dant aux  divers  types  de  G  |  A  : 

fz  f.'  p  (3'  y     y> 

pour/>^5  :         I,    .    i  i  o  i  o     o     — i 

II,  o  o  o  o  o     o 

III,  o  o  o  o  o     I 

IV,  o  o  o  o  10 

V,  o  o  o  o  No 
VI;      o  o  I  o  o     o 


(')  De  SÉGUlEli,  Théorie  des  groupes  abstraits,  Chap.  IV. 


l/p 


i.F.s  r.ROLi'F.s  1)  onnuF, /r 
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I      o 

Les  conditions  d'ordre  excluent  les  types  I  et  I';  dans  les  types  III,  IV,  V,  VI,  II',  III', 
V,  Vr,  I",  II",  JV",  h  est  normal  ;  il  n'y  a  donc  à  convenir  que  : 

les  types  II,  11',  avec  a'  =  o,        p'^o; 

le  type  IV'  avec  a'  = —  p'^  o; 

le  type  111'"  avec  x'=<]i  =  <fi,        9'  ^  o,        p'  =  i . 

Il  est  plus  simple  de  séparer  complètement  ces  trois  cas. 

Types  II,  W  de  G  1  A,  (pl^). 
En  prenant  «<"'  pour  a,  G  a  pour  équations  : 


aP  =  bi'  ; 


C  =  a" 


(li'—\,         ei>=a^,        fi'^a^'. 


I  bc  =  f/-'  bd  —  e-'  be  —  b. 


f-^bf=ba,      d-'cd—ca,      e^'cc=zcba9,     f-'cf—ca't',     e'-^dc^dd^,     f^df—db,     f-^ef—ed. 

Si  l'on  prend 


b,  =  ba",         f/,  =  dh'^a'-',        /,  =r/cr', 


avec 


on  a 


/*  =  ?,       ^-- 


•'  1 


/.'  =  -(, +  9), 


e\^c^e^=zc^b^,         f  ^^  dj^^:^  djj^,         /,  '  <'i/i  =  e/Zi; 

on  peut  donc  supposer  toujours  «p  =  o.  Si  l'on  prend  ensuite  c^  —  cb-'^',  on  a  f-'r,/=  c,  ; 
on  peut  donc  supposer  toujours  9'=  o.  Enfin,  si  l'on  prend  e,  =  ec*,  on  a  e,' de,  =  r/;  on 
peut  donc  supposer  toujours  ^^  =  o.  Alors,  en  posant 

'fCd-cyb^'—g,        f  e"' d' cy' b^  r^  g' ,         g' g  =  fe^' d'' c"^' b'^' a>*' , 
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on  a 


¥'=(•'+(•,        V'—ii'~\-u,        7:=u'i' 


,,         Y'^y+y, 


\'=n'l     ]+z'i'-hfii-h.r'  +  j^;  H' =  u' [     )  +  z' i     \  +  y' z  +  x' i^, 


\2 


U,„—  (VM,         Z,,,— n':;  + (/('II';'  't. 


•  "7' 


X, 


:c-Hj'« 


!';■-'/+ «('^i';'-^i',<-i-<rx, 


""-[«(s 


i-f-«(.''2;';'-^i',i'i^ 


]},,=;  uv^,  \p=  txy  4-  0«  +  â'c  +  £'[«!'(( 


:i'' +/«(']. 


Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  de  G 
est 

e,  —  f  e"  d' cy  b^ai ,         f^—f'c"'d-cy'b^à', 

avec  les  conditions  (/'  désignant  un  entier  arbitraire) 

«('■ps^o,        y  =  ('  =  £' m' =  o,         5  =  ;/(/%        9' —«(•'%        r,  =  (''%        r^' -^jp,        jx  +  k' ^\\\^\l , 
?  =  —«'(•',         Ç'="c',         ^' s; -(•■',         l~-z'v'        y'=r\,         h~zv'-, 

ot  il  en  résulte  sur  a,  o,  o'  une  transformation  définie  par 


«c'a,  ^  a,         c'^0[ 


«c  '<3,  =  ou  -^  0  c  +  £  ;  , 


«  :^  o. 


Si/>  est  5:5,  il  y  a  huit  (si/j  est  se;i  mod  3)  ou  quatre  (si/j  est  ^  i  mod  3)  types 
a=:o, I,     ô  =:  o,     ô'z:zo,i;         a  =  o, i,     o  =  (i, /,«'),     ô'=o. 

Si  />  =  3,  il  y  a  les  quatre  types 

â'^o,         ô=:o,i,         a  =  0,1. 


Type  IV   de  G  )  A,  (p-2>). 

Les  mêmes  transformations  que  dans  le  cas  précédent  permettent  de  ramener  les  équa- 
tions de  G  il  la  forme 

c  -•  bc  =  ^/-'  bd  :-  e   '  be  =  ^;, 
f-^bf=ba,        d  'cd--^ca,        e-^ce  —  cb,       fh-f—r,       ,-hle.=  d,       fhlf—db,       f^efz^ed; 
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on  a  donc  les  mêmes  formules  pour  g' g,  g~^g'~^gg'  et  g'",  el  l'on  en  tire,  pour  w  =  3, 


g-'  =  i"»a*'  avec 


H3=i  ;/(r' —  i),  A3=;  «/  +  ô«  -h  ô'c  —  ;  +  ('(y«  4-  ;  r —  «c). 


I 


Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  de  G 
est  de  même  forme  que  dans  le  cas  précédent,  doit  vérifier  les  mêmes  conditions 
sauf  Mi^o,  et  fournit  sur  a,  a',  o,  une  transformation  définie  par 

«a,^i''a+«',         ('■'Oj^ô,         «c'oi  ^  o«' +  ô' r' +  5c(i —  ('')  +  «'((''+ i). 

On  peut  toujours  faire  a,  =  o;  en  supposant  a,  =  a  =  o,  donc  «'^o,  il  reste 

c'ô,  ^  ô,         iiè\  ^  ô', 

■',',  0—O,\. 


d'où  les  quatre  types 


3t  =  o,  (3  =  0, 


Type  111"  de  (j  |  A,  (/>=:2). 


En  tenant  compte  des  conditions  d'ordre  et  de  figure,  les  équations  de  G  ont  la  forme 

fl^=è'=:i,  c'=a*,  (r-—a=",  e''=a^,  f'—ca^', 

c^'l/c=:^d^^l>d^=e-'l>c'zzz/j,      /-'ù/-=ùa,      d-^cdz=ica, 
e-'ce  —  cba''',        f-^cf—c,         e-hle  —  da^' ,        f'df—db,        fh-f—td. 

On  trouve,  en  supposant  tous  les  exposants  <  2, 
avec 

V'=c'+c,         \]'  —  a'+u,         1'  —u'  V  ^  z'  +  z,         Y'  =  /  +  y,  \' =  y' 11 -^  z' v -ir  x' +  x^ 

Dj^wc,         Ca^t',         B2  =  y('  +  -i',         ki  —  o.y  +  a'\_z-Jri({y->rz-\-i-)]+yz^xv; 

H',,  X',,  Z',  désignent  ce  que  deviennent  H',  X',  Z'  quand  on  y  permute  les  lettres  accen- 
tuées et  non  accentuées  de  même  nom. 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équations  de  G 
qui  est  de  la  forme 

■     ffi=a,         b^=.ba'',         Ci  —  d'^c''' b'a'',         d^  t=  d'^'c'^' b-  a''', 
ei=fe"d--cyb''a',        f ^=  f"' e"' d- cy' b""  a'' 
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doit,  en  supposant  tous  les  exposants  <  2,  vérifier  les  conditions 

^=y'  z'  +  II',  l'  =  o,  rt  =  \,  r/=o,  C:n://',  Ç'  — t, 

/i  =  j'es  :  4- ; '  +  /'«',  ll:=z],  y!  Il' T=zO,  (•=:0,  c' =  ' , 

et  fournit  sur  les  exposants  a,  a',  0,  0'  une  transformation  définie  par 

a,  Es«,         a',  =  (5(',         ôi=o,         A -t- ô;  =  a/'+ «';'+ ô«'+ â'4- j':;'  +  ^'. 

On  peut  toujours  faire  0',  =  o,  d'où  huit  types  : 

:z  =  0, 1,  a' =  0,1,  iî=ro,l,  3' =  O. 


Figure  (1)(1)(1)(1)(11). 
Premif.u  cas  :  p  impair. 

46.  D'après  les  types  connus  (')  de  figure  (i)(i)(i)(i  i),  on  voit  que  les  équations 
de  G,  si  l'on  choisit  convenahlement  les  générateurs  h,  c,  d,  auront  pour/>>3,  la  forme 

aP=i,         bP—a^,         c''=a?,         d''=b^^'ar,         cPt=  c-^' b^a'\        fi>=b'^'a^', 

c-^bcr=.ba^,  d  ^bd=ba^,  e-^be—bd', 

f-^bf—ba"',         d-^d—ca^,         e-^ce  =  ca'',        f'^cf—cb,         e-''de  =  db'fay, 

f^df^dc,        f-'ef^ed, 

les  exposants  des  générateurs  autres  que  a  ayant  les  diverses  déterminations  suivantes, 
correspondant  aux  divers  types  de  G  |  }a  j  : 

(/>>3).        i.     II.    m.    IV.  iv.  IV".    V.    v.    v".    VI.  VII.   vr.  vir. 

B  o      o      o       1       i       i-       j       i       i-       Q      o       o       o 

0'  o       o        1       o       o       o       o       o       o       I        «       P       (' 

(0  OIOOOOIIIIIII 

(si/j  est  ^  I  mod  3,  les  types  IV',  IV"  rentrent  dans  le  type  IV  et  les  types  V,  V"  dans  le 
type  V;  si  p  est  ^i  mod/|,  le  type'VI'  rentre  dans  le  type  VI  et  le  tvpc  VIT  dans  le 

tvpeVII); 

{p  =  'i).  I.       II.      m.     IV.      V.     v. 

9  I         I        o        I         I         I 

6'  o         I         o        o         I     — I 

cp  o  o         o  I  I  I 

Les  conditions  d'automorphisme,   fermeture  et  permutahilité   (conditions   d'ordre) 

(')  De  SÉGl'iER,  Théorie  des  groupes  al/strails,  Cliap.  IV, 

P.  ,9 


i/|6  î.ES  onouPF.s  d'ordre  p^. 

résultant  de  l'adjonction  successive  de  d,  e,  /sont 


p  H-  ff  s  ' 


Pour  que  G  soit  de  figure  voulue,  c'est-à-dire  n'ait  pas  d'éléments  normaux  hors  de  \a\, 
il  faut  et  il  suffit  (condition  de  figure)  que  v  ou  v'  soit  ^o.  On  voit  alors  que  les  seuls 
types  de  G|jaj  qui  conviennent  sont  les  suivants  (j'indique  pour  chacun  la  forme  que 
prennent  les  conditions  d'ordre  et  de  figure)  : 

Pour^^S,  p^o,  puis 


I 


I. 

IL 

III. 

VI. 

VU. 

vr. 
vu. 


•/  EEÊ^  O,  V  ES  !T  ES p,  V       ou       'J   ^  O, 

y  =  o,         p= — V,         (T  =  v  +  y',  V     ou     v'^o, 

—  ys  — p  =  (T^o,         v'^o, 


o, 


•  p  =  (T  =  V  pd  o,  v'  s  o. 


Pour  p  =  '5, 

I.  V  Hs  p  ^  (T  ES  o,         —  (3  ^  y  s  v'  ^  o. 

Une  forme  d'équations  commune  à  tous  les  types  de  G  sera  donc 

aP=bi'  —  i,         ci'=a-^-'',         di'=b^at,         e>'~  c^^' b^'a^-;        fi'—b^'a^', 

c   '  bc  —  d'''bd—b,         e   •  be  =  ba',        /-'  6/=  Z<rt''', 

d-'^cd—ca-",         e-Ue  =  ca'',        f-^cf=cb,        e'de  —  db^a"^,        /-'d/=dc,        f"'e/=ed. 

Si  l'on  pose 

fe-d'cyb'^g,  /^'e"'d'cyb^'=g',  g' g  ^^f' e^' d^^' c''  b^a^ , 

on  trouve 

V'=P4-r',         U'=:  «  +  ?/',         Z'=:?,'r'  +  ;'+x:,         \' —  u'  (''\  +  z' v -\- y' -^- y, 

+  y  (•  +  .r'  +  .r , 


■  =:/^.ve' '-rf'-c^-  /*^-  a"', 


+  ?M  3  I  ''  —  -^ 


■^''^'''("j  ''"^"'U  "'"^(3)]  -^"^'f?"- 


-j  r' 
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puis,  par  récurrence. 


V.„r=»T,         \]^  =  wu,        Z.^  =  (V5  +  Kri',"-'f,         Y,^=iiv'-l':[-^l[t+\u[^]+zi'\l'l't-i-wy, 


X,v=oi'2'J-' 


V'  «  (  ,  I  +  (T<<M      j  +  y'  j  I      j  +  Tc«  -1-  9VJ  (      )  ~  '"' "'"'  "*"  ^''y 


-H     9y«l'  (  "  )  +  ff-"t'  +  V"'  +  ^"'  ''  +  '-"'^  (  '-i  )  I  ^''    '  ^1  ' 

+  I  2  V  «2  (•  (  '  j  +  ov «•'  f  +  ■/  o«^  (•- 1  2',""'  i',  2', , 

"^  L   '"'(3)  "^  '■""  \V  +'-''j'''+=^"''''  +  '^'"(^  j  -^ ''"'{[)  +  ''=''( 

Vili-S  V(    V(   /  _,      ,,,,3  \M-4  V(   V   Vî  / 
■"1         — (-.[t-t-"*     —1        — 1— 1— l'- 


2 


+  v  Ji'-t- v;«('^4- 2v  «l'- 


Or on  trouve  par  récurrence 


V;'    '(      "  ]  =   ^  Un'{iV  —  l)[u-tv{w  —  l)  -i-  2ll{2tV  —  1)  +4], 


/« 


«(v((»'  —  I  )  [ll{  2(\'  —  1  )  —  3], 


**  I         t- 


r.  _!_tv(n'— 1)  [(!>•  + l)((r' 4-1  )  —  l0(3lV-H-  7  W'+  7)], 


'I        /    '"'(   2    )+'- 


480 


'{w  —  l)(l2«'i'^(ii''-h  n'-4-  il'  -)-  l)  -H  3o{4  J  —  "^t'^—  2) 

+  io(2w  —  i)  [(2-  —  i)'—  2«i'  —  5(/'i'^J  +  i5«i'ir(tv  —  i)  (4;  —  ô'n'  —  a))- 
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Si   l'on    tient   compte    des    expressions   connues  des  autres   sommes  et  si  l'on  pose 
gP  =  érU^rci'f,  on  a 

A;,=  //ô  H-  ('ô'  +  y(-  —  2'"') 


I 


4-  £'    —  r«^'  4-  (;  +  «)  (r  —  r-)  H-/c^+  (/c  (      1  —  y[/cc(i  —  (')  +  -''+/]    +  £"«i'M.«  +  2v;<). 

On  voit  que  le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la  forme  des  équa- 
tions de  G  est  de  la  forme 

e^— /"€"(]=  cyb""  ce,        fi—f'''e'''d-cy'b-^'a'",         iiv'  —  17/^0; 

on  trouve  d'abord  les  relations  de  condition 

l~m''\         r:=uv'\         Z,"=iiv',         r=o,         i' {11  ~  z)  =  i' {iiv  —  i;  ),         B;,=  9'«i/\ 


/(  =  v'r/  (       I  +  ■j'çr'+  trft  II'  -\-  v//'(r,'r  H-  ç)  —  vr/ j',  o(«^i''—  i)  =  o, 


r  =  Ç" 


.(.l+r/'./,  r/'=« 


H-,^.''      r=x;-x',      /i"sH;-H'. 


Ces  conditions  étant  vérifiées  et  tous  les  exposants  étant  supposés  <p,  il  en  résulte 
pour  les  exposants  des  équations  de  G  une  transformation  (T)  définie  par 

>^v,  =  v»-(''-^,         -/v'j  =  ?/(''•* (v(/' 4-  v'c'),  Z<7i=  Il i>'^ (17 II  —  V5)  H- vi'//, 

X"i;^  7/^^c'-h  o«i''  (  ^    )  +  trn" Il  +  v;"«  —  vr/' :  -+-  yjin>', 

s'{y,~iiy)  =  o,  E'h  +  y;^,~iiv'y,  ypi+ e' {/i  —  h' )  2iii  A,„  yo[ -h  d' h  =  A'^,. 


Premieu  cas  :  p  >  5 . 

Type   I   de  G  |  |  « |         {Q  —  0'^o  —  y  —  o,  v  =  a  : 


•p,    V  ou  V  ^  o 


47.  Les  équations  de  G  seront,  en  sous-entendant,  comme  nous  le  ferons  toujours,  les 
équations  communes  à  tous  les  types 

ci'  —  d"7=zi,         ci'—cfi,        fi'—cfi',         e-^bc  —  bd',        f  'bf=bd'',         d-'cd  —  ca^\ 


e^'  ce  =  ccC,         e   '  de  =  t/a^, 


et  (T)  prend  la  forme 


;>^âi=«iî,         -/ôj  =  ?<'ô  4- c'ô', 
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Siv  est  ^o,  on  peut  faire  v,  =  i ,  v',  =  o.  Soit  v,  =  v  =  i,  v',  =  v'=  o,  on  a 

montrant  les  huit  types 

T  — o,         0  =  0,         ô'  =  o,  i,N;  T  =  o,         0=1,         o'  =  o,{i,i'-),{i,p) 

qui,  pourrons:  3  mod  4,  se  réduisent  à  six,  deux  valeurs  de  o' dans  la  même  parenthèse 
fournissant  alors  le  môme  type. 

Si  V  eslEE^o,  donc  v"^o,  on  a  nécessairement  v,sho,  et  l'on  peut  faire  Vj  =  i.  Soit 
V,  =  V  =  o,  v,  =  v'  =  I ,  on  a 

y  =  uv'^,         v'^-Zt^zu,         c''ôi  =  (5,         ui'"' à[  =  li  0 -Jr  i'' à'  ; 

on  voit  donc  que  G  a  les  types 

T  =  0,  â  =  o,  <5'  =  o,  I, 

T  =  o,  (3=  r,  (3'  =  o, 

7=1,  ô  =  o,  â'=o,  (i,i-,  «■>),(«,  t%t^), 

T=i,  d  =  (!,i-),(i,P),  o'=o, 

les  deux  valeurs  de  S  dans  la  même  parenthèse  fournissant  le  même  type  si  p  est 
^i  mod  4.  et  les  trois  valeurs  de  o'  dans  la  même  parenthèse  fournissant  le  même 
type  si/?  est  ^  I  mod  3. 

Type  II  de  G\\a\         (  5  =  (ji'  =  o,  o  =  i,  y  =  o,  p  =:  —  v,  a-  =  v  +  v',  v  ou  v'  ^  o). 
Les  équations  de  G  seront 

ci'=zdi'  =  i,         ei'  =  ar\        fi'—a',         e^be—ba'',        f  ^  bf  =  ba''' ,         d  ^cd=ca-^, 

e  -  '  ce  =  ca''+"'',         e   '  de  =  ba'',  ■ 

et  (T)  devient,  en  tenant  compte  des  conditions 

-/k'v,  =  V,         y  it'~j\^  ^jw>u'-hy',         XT,  EiST+  J(?<  —  i)  H-  (v4- v')r/'M  +  v{|"/r— /i";:  +  «"'7), 

Siv  est  ^o,  on  peut  faire  v,  =  i,  v'j  =  o;  en  supposant  v,  =  v  =  r,  v',  =:  v'=;  o,  on  a 

)^M*=I,  «'=0,  «-*T,=  T-+-i(M— l) +r,"(H  —  3)  H- ;"«  4-  «    'j-, 
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on  peut  toujours  faire  ':,  =  o  (le  coelTicicnt  de  jk  étant  2U~')  et  l'on  voit  que  les  types 
sont 


T=:o,         Ô  =  O,  (l,  (',  <^),  è'zzio;  T  =:  o,  â  =  O,  I  ,  .  .  .  , 


ô'  =  i,N; 


les  trois  valeurs  de  S  dans  la  parenthèse  fournissent  les  mêmes  types  si/>estïsE2  mod3. 
Si  V  est  sEso,  donc  v'^o,  on  a  nécessairement  v,seeo  et  l'on  peut  faire  v,  =  i;  soit  donc 


v'  =  v'=  I,  on  a 


Z«' 


ir'zi^  T  +  |(m  —  i)  +  su~'  +  j(u^^ —  i),         0,  =  diâ,         d\  ^  ou'  u'  +  ou', 


on  peut  toujours  faire  T|=  o  et  l'on  voit,  si  o  est  eeeso,  les  types 

T  =:  o,         ô  =  O,         o' =^  O,  {i ,  i,  i-,  i',  i'); 


les  cinq  valeurs  de  o'  dans  la  parenthèse  fournissent  le  même  type  s\  p  est  ^i  mod  5; 
si  â  est  ^  o,  on  peut  toujours  faire  ^\  —  o  et  l'on  a  les  types 

les  trois  valeurs  de  o  dans  la   même  parenthèse   fournissent  le  même  type  si  p  est, 
^  I  mod  3. 


jypc  111  de  G  I  !  a  {  {  9  :=  œ  :=  o,    5'  :=:  I ,    —  y  =  —  p  ;r:  0-  r=  V  j^  o,   v'  =  O  ). 

Comme  on  peut  prendre  cC  pour  a,  ou  peut  toujours  supposer  v  =  i  et  écrire  les  équa- 
tions de  G 

ci'~\,         di'—a,         ei'^cfi,        f'—ba''',         e'^be  —  ba,        f'^bf^b,         d-^cd=zca-\ 

e~'  ce  =  ca,         e^'  de  =z  dà^. 

En  tenant  compte  des  conditions  générales  auxquelles  il  faut  joindre  y^^u'-v'^,  u'e=o% 
(T)  devient 


•'-■.  n'.  =  rî'i>'2. 


T,  =  T(''-» H- r," ((''-'  — :;i/)  -h  ç"t''-'-i-/,  ôi=  ;r'-|-dc-',  Oj  =  a  i''^; 

le  coefficient  de  j  dans  t,  étant  2,  on  voit  qu'il  y  a  les  trois  types 

T=;a  =  o,         ô'=-o,  i,N. 
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Types   VI  et   Vil  de  (\\\a\         (0'—{i,i'-),{i,i'),   9  =  o,  o  =  i,  v'  =  o,  y  =  v9',  -p  =  (7  =  v^o). 

Comme  on  peut  prendre  a"  pour  a,  on  peut  toujours  supposer  v  =  i  et  écrire  les  équa- 
tions de  G 

c''=J,         cli'=za'^\         ei'^iV,        /f'=b'^a'-'\         e~'be=ba,        J-'bf—h,         d-'cd  =  ca-\ 

e~'ce  =  ca,         c  '  de  r=  dbd}. 

En  tenant  compte  des  conditions  générales  auxquelles  il  faut  joindre  -fj^u^v"^,  m'eeeeo, 
(T)  devient 

T,s  TM  +i(/(«  —  i)  +  r;' u{u  —  5)  +  ;■'«'+ r,         5, s  —  u^' z  +  oV,         5',  =  S'ii^; 

le  coefficient  de  j  dans  t,  étant  2,  on  voit  qu'il  y  a,  pour  chaque  valeur  de  0',  trois  types, 

9'=(i,i'),{i,i'),        7  =  è  =  o,         ô  =  o,  i,N; 

les  deux  valeurs  de  0'  dans  la  même  parenthèse  fournissent  le  même  type   si  p  est 
^  I  mod  4. 

Deuxième  cas  :  /;  =  5. 

48.  Il  n'y  a,  dans  ce  qui  précède,  à  modifier  pour  chaque  type  de  G  |  j  a  {  que  la  trans- 
formation (T). 

Type  l  de  G  |  j  a  j. 
La  transformation  (T)  sera 

Sfve,y/^o,  on  peut  faire  v,  =  i,  v,  =  o;  en  supposant  v,  =  v  =  i,  v,  =  v'=  o,  donc 
y^EU-v'^,  m'îe^o,  les  formules  de  (T)  deviennent  les  mêmes  que  pour/)  >  5  et  ^^i  mod/|. 

Si  y  est  '=0,  donc  v'^o,  on  a  nécessairement  v,seo  et  l'on  peut  faire  v',  =  1,  soit 
donc  v,  =  v'=  I,  donc  y  s^M,  (T)  devient  : 

En  prenant  0  +  p'' ^  o,  on  peut  faire  S,  =  o  en  disposant  de  «',  on  a  donc  les 
types  : 

T=:  o,  'î=:  O,    r,  2,  3,  4,  â' =  O. 
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I.F.S    CROUPES    1)  ORDRE  /?" 


Type  //  fl'e  G  I  I  a  i 


La  transformation  (T)sera 


I 


■/y  =v,,  ;('/;  =  Vf/' H- y'//,         ;^T,=  TH- 3(// —  i) -1- v'r/"« -t- v[ri"(// —  ^) +  ;"«  +  «-'y], 

Si  V  est^o,  on  voit,  comme  précédemment,  que  l'on  a  les  mêmes  types  que  pour/^>  5 
et  ^imod3. 

St  V  est  sEo,  on  a  v, ses o  et  l'on  peut  faire  v',  =  i;  en  supposant  v',  =  v'=  i,  on  a 


;ô,      //ô;  =  (a-+-//2)(/'+o'//% 


yt^^  II,         «T,  ^^  T  +  3(«  —  i)  -i-  3(?/2 —  i)  +  zii^, 
ce  qui  donne  les  types 

T^Ô'^O,  â  =:  O,  I,  2,  3,  4. 


Type  irr,  VI,  VI[deQ\\a\. 

Les  formules  (T)  étant  les  mêmes  que  pour  p^S,  G  a  les  quinze  mêmes  types 
pour/^>  5  et  ^imod4- 

Troisième  cas   :  ^  =  3. 


49.  Nous  avons  vu  que  le  type  I  de  G  |  j  a  {  convient  seul  ;  comme  en  vertu  de  la  condi- 
tion de  figure  on  peut  prendre  a^  pour  a,  on  peut  supposer  v'=  i  et  écrire  les  équations 
de  G,  en  tenant  compte  des  conditions  d'ordre 

a'^=b''  —  \,         c^=a-',         d'—h-'n,        e''=c-'ba'\        P=a^', 

c^^bc  =  rf-'  hd  =  e-'  be  =  b,        /-'  bf  —  ba, 

d-'^cd=e-^ce  =  c,        f-^cf=cb,         c-^de^da',        f-''df=.dc,        f~'^efz=ed. 


Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  cette  forme  d'équations  estl 
de  la  forme 

rt,  =  «8,         b^-=b^-a'\         c^  —  c^'b^-'a''',         d^-=  S' c''  b^-'  a'"' , 
e,  —fe"d-cyb''a'',        /,  =  f  e"' d- O" b^' a'-' , 
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avec  les  conditions  (j,j',j",  /désignant  des  entiers  arbitraires) 

r  =  o         (je  supposerai  c  =  0),         in>'^o, 
Q^ii,         !=?/('',         h  =  zi'',        ri'^=it  —  3l,         ^' ^  u{c' —  i) -h  z, 

h'=ruu'i>'+{z  +  ,<)(,.'-  1)  +/  +y  -hfv'-tiv'  f''^\         Ç''=  Kv'-^-y,         n"=u{v'—i)  +  zi>', 

Et  la  transformation  opérée  sur  les  exposants  t,  S,  S'  est  définie  par 

Ti=TMC',  uSi=A3-h  1+  h'—  /l,  U§[  =  A'^. 

Or,  on  trouve,  en  tenant  compte  des  conditions, 

A3+/+/i'-A=«[0  4-TMV-i((''-l)((/-2)((/2+2)]; 

comme  f'  est  ^o,  j(«''—  i)(p'—  2)  est  entier  et  c'^+  2^:^^''^  —  i  est  ^^o,  on  a  donc 

On  voit  que  t,  est  ^^o  toujours  et  seulement  si  t  est  =;^o.  Si  t  est  ^eeo  on  a  o,eesS,  et 
en  prenant  (^'— â^o,  o-^^^'^S,  (c'— S)m'£ee(''S',  on  peut  faire  S,  =^  o,  d'où  les  trois 
types 

T  =  0,  Ô=:0,  I,  —  I,  d'=0. 

Si  T  est  ^  o,  on  peut  faire  t,  =  1;  et  en  supposant  t,  =  t  =  i,  donc  w'^^i,  on  a 
B,^B  -h  u'v' .  En  prenant  (''=  —  i,  m'=  S,  on  peut  faire  â,  =  o;  en  supposant  S,  =  S  =  o, 
donc  «'sEo,  on  a  8',^  S',  d'où  les  trois  types 

7  =  1,  Ô=0,  â'=0,  I,  — I. 

Deuxième  cas  :  />  =  2. 

50.  On  connaît  (')  tous  les  types  de  gp»  ayant  un  e^,"-'  et  l'on  sait  qu'ils  sont  tous  de 
figure  (i)  (i)  . . .  (i)  (11).  D'autre  part,  il  est  facile  de  voir  que  tout  g.^^  de  figure 
(i)(i)  ...(11)  a  un  e.,m-,.  Supposons,  en  effet,  le  théorème  vrai  pour  les  groupes  de 
même  figure  et  d'ordre  inférieur,  m  étant  ^5  (le  tliéorème  se  vérifie  directement 
pour/?z<4)'  D'après  les  types  connus  de  G|  |a  I  qui  est  un  ga-»-' contenant  par  hypothèse 

(')  De  Séguier,  Éléments  de  la  théorie  des  groupes  abstraits,  n°  141. 

P,  20 


i5d 


LES    GROUPES    d'oRDRE  [f. 


un  62"-  ,  G  a  lies  équations  de  la  forme 

0  et  C  ayant  les  trois  systèmes  de  valeurs  suivants  (correspondant  aux   trois    types 
distincts  de  G|  j  a  j) 

6:         o,  2™-%         o, 


Ç: 


—  1, 


Or  a  est  ^  o,  car  si  a  était  ^o,  on  aurait  b"^""'  ^  i,  et  comme  on  a  toujours  "(  —  ieeeeo, 
il  en  résulterait  c-' b'-^^'c^  b'^^"'~'=^  b^""';  et  b^""'  hors  de  \a\  serait  normal.  Ainsi 
a  est^  o  et  i  est  un  e^'»-'  de  G. 


LISTE  DES  G/.»  Eï  DE  QUELQUES  G, 


51.  Je  donne  ici  les  équations  de  chacun  des  types  qui  ont  été  déterminés  au  cours  du 
précédent  travail.  G  désignant  toujours  le  groupe  et  A  le  central,  je  sous-entendrai  tou- 
jours les  équations  exprimant  que  tout  élément  de  A  est  permutable  à  tout  élément  de  G. 

Les  premiers  membres  des  équations  de  G  ne  sont  écrits  qu'une  fois,  au  commence- 
ment de  chaque  figure;  les  différentes  formes  de  chaque  second  membre  sont  écrites  dans 
la  colonne  du  premier  membre  correspondant;  à  chaque  type  de  G  correspond  ainsi  une 
ligne  de  seconds  membres.  Une  catégorie  de  types  de  G  ayant  même  G|Aest  précédée 
d'un  chiffre  romain.  J'ai  conservé  pour  les  exposants  les  notations  employées  au  cours  de 
la  détermination  des  types. 
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Figure  (5)(11)(11).  —  s>1. 
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Figure  (/.s) (11).  —  r^i,  5>1.  —  Cenlral  :  \a,b'. 
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Figure  (r5l)(ll).  —  Central  :  \a,b,c\ 
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SECONDE  THÈSE. 


PROPOSITIONS  DONNÉES  PAR  lA  FACULTÉ. 


Mécanique.    —   Figures  d'ôquilibro  d'iinc  masse  fluide  animée  d'un  mouvement  de 
rotation  uniforme. 


Vu   et  approin'é  : 
Paris,  le   'Ji  avril   190/I, 

I,K    DOYKN    UK    LA    FACLLrÉ    DKS    ScMiNCES, 

Palx  AP1>ELL. 

Va  et  permis  d'imprimer  : 
Paris,  le  .».<)  avril  i()oi, 

Le  Vice-Ukcteir  de  l'Académie  de  Paris, 
L.  LIA  ni). 
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Paris.    —  Imprimerie  GACTniER-Vai.iiis,  quai  des  Crands-Augustins,  53. 
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Au  lieu  de 

et  l'on  désigne 
A,[A/(a)]  =  i, 
forment, 
A[j.-i  =  G, 

(S'), 

d  in  g/'.. 
d'ordre  p^, 

(s)(l)(ll) 

xz'  —  zy=  0, 

^-  p 

j 

2 

G|1A(, 
résultent, 
VI,  II',  III', 

Premier  cas. 
Deuxième  cas, 
Troisième  cas, 
es»-, 


Lire 

et  on  le  désigne. 
A,[A/(«)]  =  i. 
formant. 
A;,=  G. 

(s;,). 

d'un  g^m. 
d'ordre />'. 

(sl)(l)(ll). 
2/  X^/,  bj. 
Xz'—zy'féo. 

P-\ 
2 

/Àa. 
G\\a\. 
résultant. 
VI,  III'. 
Premier  das. 
Deuxième  cas. 
Troisième  cas. 
ej»i-'. 
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